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PRÉFACE. 

La Table des matières de ce traite' élémentaire 
montre assez qu'il renferme, outre les objets qui, 
pour l'ordinaire, font partie de l'enseignement rai- 
sonné et complet de TAlgèbre, plusieurs autres tlieo* 
ries que Ton croit propres, non-seulement à faciliter 
Te'tude de la haute analyse, mais aussi h augmenter 
les ressources des élémens et à e'tendre le cercle de 
leurs applications. Ces théories doivent, par leur 
utilité et la manière simple dont on peut les préseï^- 
ter, Élire partie des élémens d'algèbre. Elles n'ont 
pas augmenté de beaucoup ce volume, parce qu'on 
s'est dispensé d'y traiter plusieurs matières qui se 
trouvaient dans l'édition précédente, savoir les frac- 
tions continues , les extractions des racines carrées 
et cubiques des nombres , les logarithmes et leuvs 
applications ^u mojç^ des tables, etc. Ces matières, 
en effet, appi^rtiennent plus spécialement à la acience 
des nomibres : eUeaU complètent ^tlar^ident d'unie 
utilité plus générale. Aussi ikes. a4-on insiérees, avec 
tou&k^ dével.oppemeas désirables, dans la seconde 
partie de la dornièrç édition de l'Antlunétique, qui 
devient ainsi une mtroductionii^diapBnsable àl'ë- 
tude du présent ouvrage.. Celle disposition rés^te 
d'ailleurs de la UaisoA intime qui exiateejçLtre l'Arith- 
métique et l'Algèbre , et montre d'aiitapoit ipieux qile 
ces deux sciences n'en font qu'une. 

Comme il in^tporte beaucoup à lac ÊiciKt^ des étu- 
des, que lesi matières soient classées suivant Tordre 
de leur dépendance mutuelle, il a paru convenable 
de partager cet ouvragée» qug^trepartie&principales, 
comprenant le oûcmI Uttiwal^ le adcui aualjtUjuJa, 
les sëmes et la théorie, des équations^ Ge^é division 
semble la plu& simple et la plus natuneOe : cepen^ 
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dant, comme la place que TAlgèbre occupe dans 
l'enseignement des Mathématiques, peut varier, rien 
n'empêche le Professeur, dont Tordre des leçons ne 
coïnciderait pas avec celui que ce traite suppose, de 
' prendre dans les trois premières parties , ce qui se 
rapporte plus directement à la marche qu'il aura 
adoptée. 

L'emploi des signes abrëviatifs et des lettres de 
l'alphabet, dans la seconde partie de l'Arithmétique, 
• prépare suffisamment à concevoir l'utilité des règles 
-et des formules générales , et par conséquent à bien 
saisir quel est le but de l'Algèbre. Mais alors le calcul 
des quantités négatives isolées , qui se présente dès 
ies premières opérations alge1>riques, par l'effet de la 
réduction des termes semblables, ne saurait plus 
oâirlr de difficultés sérieuses aux élèves : alors ils 
, comprennent que les quantités négatives naissent de 
di^icxtension et de la généralité que l'on accorde volon- 
tairement aux règles et aux formules, afin de leur 
donner toute l'utilité dont elles sont susceptibles : 
îh voient que si l'on n'admettait pas dans le calcul , 
les quantités négatives isolées, et par suite les êtres 
û6 non existence , comme si c'était des nombres ab- 
solus et réels, lés formules et les règles ne seraient 
pas foutes générales et perdraient la plus importante 
tde leurs, propriétés. 

<(Non-seulement, dit M^Ponceleû^ il peut être utile 
^^jàdniiettrie les quantités négatives et imaginaires en 
c Algèbire , et de les soumettre aux mêmes règles de 
'Calcul que les nombres absolus , mais la chose est 
même toiutà-faitindispensable, par la nature propre 
,de cette science, puisqu'elle opère nécessairement 
isar dés signes abstraits, qui n'ont, par eux-mêmes , 
aucune yalburinimérique significative et explicite.» 
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»0r, cela arrive non-seulement quand on emploie 
les signes et les notations de Talgèbre , mais aussi 
toutes les fois qu^en raisonnant sur des grandeurs, 
on Élit abstraction de leurs valeurs numériques et 
absolues : c'est ce qui arrive , en particulier, dans 
la géométrie , lorsque les figures se compliquent ou 
que les rapports qui en lient les parties se multi- 
plient, parce qu'il n'est plus possible alors de discer- 
ner au simple coùp-d'œil, Tordre de grandeur et de 
situation de ces parties. C'est encore ce qui a lieu 
quand certaines de ces parties sont l'objet d'une re- 
cherche faite sur la figure, et qu'on les suppose in- 
connues à la fois de grandeur et de situation. Enfin 
surtout c'est ce qui arrive quand on fait abstraction 
de la figure et qu'on se dispense de la décrire ; de là 
cette généralité des conceptions et cette grande ex- 
tension de la géométrie, qui considère les objets 
dans l'espace, et dont Monge peut, à de si justes 
titres , être regardé comme le créateur. » 

Une fois que l'on conçoit l'importance du calcul 
des quantités négatives isolées, il reste encore à con- 
sidérer ces quantités en elles-mêmes et à connaître 
leur véritable signification. D'abord une expression 
telle que — 4?^® présente qu'une soustraction 
inexécutable, un signe d'impossibilité. Mais si l'on 
fait attention qu'il existe des grandeurs de natures 
ou ^acceptions opposées, on verra qu'une quantité, 
outre sa valeur numérique absolue, peut avoir une 
Taleur relatwe, destinée à augmenter ou à diminuer 
une autre grandeur de même espèce , exprimée ou 
sous-entendue. De sorte que les quantités positives 
ou négatives isolées, doivent être regardées comme 
augmentant ou diminuant certaines grandeurs fixes, 
sous-entendues dans le calcul ou qui n'en sont pas 
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l'objet particulier. Et comme un nombre ne saurait 
diminuer une grandeur, sans augmenter en même 
temps une autre grandeur, d We acception contraire 
à celle de la première ; on voit pourquoi les nom- 
bres absolus peuvent toujours être rangés dans la 
classe des quantités positives , et pourquoi 1 2 est la 
même chose que +12^ par exemple. 

Ces considérations lèvent toutes les difficultés et 
conduisent, de la manière la plus simple, non-seule- 
ment à Viîiterprétation des solutions négatives, mais 
aussi à celles des expressions imaginaires et des va- 
leurs infinies (valem^s dont les notions et le calcul 
sont développés en Arithmétique). On a donné 
plusieurs exemples de ces deux dernières espèces 
d'interprétations, ainsi que de celle de certaines va- 
leurs absurdes, quoique positives. Ces interpréta- 
tions n'avaient pas encore été considérées par les 
alge'bristes, du moins dans les élémens, bien qu'elles 
ne fussent qu'une extension de la première. Toutes 
reviennent , en effet , à changer la nature oû les ac- 
ceptions de quelques grandeurs, données on incon- 
nues ; ce qui se présente fréquemment dans l'ana- 
lyse. 

A la vérité, il peut bien arriver que la valeur né- 
gative n'ait pas d'acception opposée. Mais alors, ou 
le signe — proviendra du changement de signes de 
quelques-uns des nombres qui ont fourni cette va* 
leur; et on a les moyens de savoir quels sont ces 
nombres : ou bien aucun de ces autres nombres ne 
pourra changer de signe ; et dans ce cas la valeur 
négative sera un symbole à^ absurdité absolue. Telle 
sera donc alors sa véritable signification, comme 
celles des expressions infinies et imaginaires, dans les 
mêmes circonstances; comme celles de certaines 
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valeurs positives, dans des circonstances analogues. 
En gênerai, il faut bien observer que les valeurs sin- 
gulières obtenues d'abord, telles que x=. — 1>, ar= 
f , xzii\/—a^ etc., annoncent toujours des absurdi- 
tés, qui deviennent relatives ou absolues, suivant 
que les interpre'tations sont ou non possibles. 

La méthode du plus grand commun difiseur algé- 
brique, présentait des difficultés d'une autre nature 
que celles du calcul des quantités négatives et ima- 
ginaires ; et ces difficultés ne pouvaient être levées 
qu^en admettant la définition énoncée dans la 2°*^ 
édition de ce traité. Cette définition se trouve aussi 
dans un Opuscule, publié à la même époque (1827), 
par M. Lefébure de Fourcjr, où il démontre la théo- 
rie du plus grand commun diviseur algébrique, d'une 
manière complète et rigoureuse. Mais cette tliéorie 
pouvait être simplifiée, ainsi que l'auteur le recon- 
naît lui-même ; et celle développée dans le présent 
ouvrage , semble laisser peu de chose à désirei* du 
côté de la simplicité et de la rigueur : elle a d'ailleurs 
l'avantage de pouvoir s'appliquer exactement aux 
nombres. 

Du reste, la méthode du phis grand commun divi- 
seur algébrique entraîne souvent à des calculs fort 
compliqués ; et il était nécessaire d'y suppléer par 
des opérations plus Êiciles à exécuter. Or, c'est à 
quoi l'on est parvenu, dan$ ce traité, i"* par la dé- 
composition en facteurs : elle s^y trouve développée 
et appliquée plus qu'on ne le fait ordinairement, et 
simplifie souvent la résolution des équations, ainsi 
qu'on l'a fait voir par plusieurs exemples, fort re- 
marquables : Q^"" par élimination. Profitant, en effet, 
des idées de M. Sérard, indiquées tome xxi des An- 
nales de Mathématiques , on a démontré le moyen 
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d^obtenir le plus grand commun diviseur, par un 
procède' gênerai d^elimination, fort commode, où 
ïes divisions sont remplacées par des multiplications 
très-simples, et qui fournit, de la manière la moins 
difficile, soit les racines égales incommensurables, 
soit Fequation aux carres des difiërences. 

Le même procédé d^elimination , développé avec 
tous les détails convenables , a été employé à trou*- 
ver réquation finale entre deux équations de degrés 
quelconques, à deux inconnues. Il exige des calculs 
beaucoup plus simples que la méthode du plus grand 
commun diviseur, presque la seule admise à cet effet 
dans la plupart des traités d'algèbre ; «méthode, dit 
M. Getgonne, dont nous ne pensons pas que jamais 
aucun calculateur tant soit peu exercé, se soit jamais 
avisé de se servir pour son propre usage, et qui n'est 
de la sorte, qu'une méthode de pure spéculation, 
une méthode d'apparat , uniquement réservée pour 
les examens pubUcs. » 

La résolution des équations du second degré à 
plusieurs inconnues ; la détermination du maximum 
ou du minimum des variables que ces équations 
peuvent renfermer ; l'influence que le choix des in- 
connues et des éliminations exerce sur le plus ou 
moins de facilité de résoudre les équations finales ; 
tous ces objets et j^usieurs autres , qui en dépenr- 
dent, ne se trouvaient pas dans les éiémens d'algè*- 
Bre, Ou du moins n'y étaient indiqués que d'une 
manière fort vague et incomplète. Néanmoins , ces 
diverses recherches se présentent fréquemment 
dans les applications de l'algèbre à la géométrie et à 
la physique ; et il importait beaucoup de les rendre 
accessibles aux éiémens. C'est ce qu'on a essayé de 
faire dès la première édition de ce traité ; et dans 
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celle-ci, où a développe ces diverses théories avec 
tout le soin que leur utilité semble réclamer. Non- 
seulement on y établit des procédés simples et fa- 
ciles pour trouver les maximums et les minimums 
du second degré, mais aussi pour obtenir la plus 
grande et la plus petite valeur de toute fonction al- 
gébrique , d^une ou plusieurs variables* 

Ces derniers procédés , identiques avec ceux que 
fournit le calcul différentiel, nécessitaient des prin- 
cipes analogues à ceux de ce calcul. Or, ces principes 
sont donnés par la méthode des Jonctions dérivées ; 
partie essentielle de Talgèbre, puisquW en déduit 
fort simplement, comme on Ta fait voir, le principe 
de la recherche des racines égales , les développe- 
mens du changement àex eux +jr dans certaines 
fonctions de .r, les séries trigonométriques , etc. Et 
Ton voit pourquoi cette méthode, à peine indiquée 
dans les ouvrages élémentaires, se trouve dévelop- 
pée complètement dans celui-ci : c'est parce qu'elle 
y reçoit un grand nombre d'applications utiles et, 
qu^elle devient ainsi une introduction toute simple 
à l'analyse différentielle* 

La recherche des racines incommensurables des 
équations de degrés supérieurs au second , présen- 
tera sans doute long-tems encore de très-longs cal-- 
culs à effectuer. Mais la méthode mixte, exposée 
d'après les idées de MM. Budan et Bourdon , com- 
binées avec celles de Lagrange, facilite singulière- 
ment ces calculs , et rend possible la résolution de 
toute équation numérique. Quant aux racines com- 
mensurables , égales ou inégales, on les trouve fort 
aisément par les procédés établis à cet effet, et qui 
exigent les calculs les plus simples possibles, ou du 
moins beaucoup plus faciles et plus courts que ceux 
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auxquels on était conduit par les méthodes ordinai- 
rement employées. 

L'addition aux séries complète les procédés elé- 
mentaires : elle renferme des formules et diverses 
méthodes de calcul fort ranarquables, qui n'avaient 
pas encore paru dans les élémens d'algèbre. Plu- 
sieurs de ces recherches se rattachent à d'importan- 
tes thédries, et méritent l'attention des élèves, tant 
par rintérêt qui leur est propre et les applications 
qu'on en a données, que par les exercices variés 
qu'elles fournissent. 

En général on trouve dans cet ouvragie beaucoup 
plus d'exemples et d'applications que dans la plu- 
part des traités élémentaires. Mais c'est parce que 
les exemples éclalrcissent les principes et les fixent 
dans la mémoire ; c'est que les problèmes dévelqp- 
peut l'esprit de recherche et complètent la science ; 
et que des applications bien choisies, propres à éveil- 
ler la curiosité des élèves, font disparaître le dégoût 
qu'ils éprouvent souvent h l'aspect d'une longue 
suite de théories dont ils ^'aperçoivent pas le but. 
Enfin , on a voulu donner aux diverses théories toute 
la clarté et la rigueur désirables , et offrir en outre 
des exemples et des applications qui pussent inté- 
resser. Ce double but n'est pas sans de grandes dif- 
ficultés; et le lecteur jugera jusqu'à quel point on 
est parvenu à les vaincre. 

Nota. Les nombres places entre parenthèses, indiquent les arti- 
cles sur lesquels s'appuie celui dont on s'occupe. (Dans la table des 
matières, ces nombres marquent les numéros des pages.) 

Le lecteur peut passer sans inccmvénient tout ce qui est imprimé 
eti caractères plus petits , comme étant moins directement utile ou 
exigeant une étude plus approfondie. Mais il fera bien de reyenir 
ensuite, dans les répétitions, sur ces objets, en choisissant, d'après 
l'avis de son Professeur, ceux qui conviennent le mieux à l'ordre 
et au but de ses études. 
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fiives, et pourquoi IVcpiation aux carres des différences est indispensable 
(de a68 à 27 1). Procédé le plus simple pour obtenir cette équation (de 
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ALGÈBRE ÉLÉMENTAIRE. 



Notions préliminaires. 

1. XjAlgèèse est Une espèce de lan^e, eà ù^ge dans tontes 
les sciences malhématicpes : elle se compose d'un petit nombre dé 
lignes généraux et abréviatifs, au moyen desquels on exprime, d'une 
manière très-concise, les raisonnemens et les opérations du calcul, 
Comme on l'a déjà tu dans la seconde partie de l'Arithmétique. 

Les signes de l'Algèbre sont de deux espèces : les uns , comme 
^- , — , X j I > => etc., indiquent les opérations, et les autres, 
tels que les lettres de l'Alphabet, représentent des nombres quel^ 
e^m^u^^z c'est-à-dire des nombres dont les valeurs sont actuellement 
indéterminées. On préfère employer ces nombres iiidéterminés, 
lorsqu'on veut arriver aisément à des principes généraux ou à des 
règles decalctiL C'est aus^si le moyen de résoudre les questions numé- 
riqiies, de ht manière la plu» directe et la plus facile ,^ comme nous 
allons le faire voir sur quelques exemples, tr^s-simples, qui seraient 
cependant peu accessibles à l'Arithmétique ordinaire. 

2. Une personne change des pièceà de 2/r. contre des pthces 
de 5 francs, et se trouve avoir j aprhs cet échange, 102 puces dû, 
moins; quelle somme poèàbde-t-elle? 

Pour éviter des dénominateurs, soit \Qx cette somme exprimée 
en francs; elle contient évidemment ^x pièces de 2 fr. et 1x pièce» 
de 5 fr. ; et comme la dîiFérence de ces deux nombres est 102, il 
s'ensuit que bx — 2ar ou 3ar == 102, et qu'ainsi x vaut le tiers 
de 102 ou *6k'y lOx valent donc 10 fois 34 ou 340. Là pe'rsonnè 
possède donc 340 fr., Comme il eàt aisé d'en faire la preute. 

If argent de B est tes 2 tieri de celui de k; rriais si A perd 3* 
et que B eh gagne 2i, f argent de A vaudra celui de B. Combien 
wit'ils chacun ? 
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Soit 3x l'argent de À; celui de B, qui en est les 2 tîers^ sera do&c 
2x, Si Â perd 3^ et que B en gagne 24, l'argent de A sera 3x — 3 
et celui de B, 2:i: -)- 24* ^^ puisqu'alors l'argent de A vaut celui 
de B, il faut que Sx — S = 2x + 24. 

Ajoutant 3 à ces deux expressions égales, les deux sommes seront 
nécessairement égales aussi, et on aura Sx — 3 -|~ ^ = 2r -{- 24 
^ 3. Et comme la soustraction et l'addition du même nombre 3 
6e détruisent ou se compensent, et doivent disparaître du résultat , 
il Tient 3x = 2x -j- 27. Ces deux nombres égaux ayant la partie 
commune 2:r, il faut que les deux parties restantes soient égales et 
qu'on ait x = 27 5 d'où 3x = 81. A possède donc 8K, et B les 2 
tiers de 81 ou 54^. C'est ce qu'on peut vérifier, d'après l'énoncé. 

Quelle est la fraction qui se réduit à un tiers ou à un quart, 
êuivant qu'on ajoute 1 à son numérateur ou à son dénominateur, 

ISoit - cette fraction^ on aura donc, d'après l'énoncé, 

X-^ 11 X 1 

— ^ = i et — — = 7. 
jr 3 jr + i 4 

n est clair, par ces égalités, que j- = 3 (:c + 1) et j^ -f- 1 =r ix', 
ce qui donne évidemment 3 (a: -j- 1) + 1 = ^^> ou 3:c -j- 3 -J- 1 
= ixy ou encore 3a: 4- 4 = ix. Ainsi la différence entre ix et 3x 
est à la fois 4 et x, donc a; = 4, et par suite j^=i:3 (4-|- 1) =;= 15. 
lia fraction cherchée est donc -^. 

3. Au lieu de représenter les nombres donnés par des chifiPres, 
âans la solution des problèmes, il vaut beaucoup mieux les désigner 
par les premières lettres de l'Alphabet; parce qu'alors on est conduit 
à une expression indiquant, au {«emier coup-d'œil, quelles opésar 
tioBS on doit effectuer sur ces nombres, pour avoir celui que l'on 
cherche. Cette expression se namme/ormulej c'est l'abréviation de 
la règle à suivre pour résoudre toutes les questions de même espkeè, 
c'est-à-dire toutes les questions qui ne diffèrent que par les valeurs 
particulières des nombres donnés. En voici un exemple : 

Combien Jautil ajouter éPune substance à a centimes la livre, 
avec h livre d^une autre substance à c centimes, pour que la Hors 
du mélange coûte d centimes ? 

Soit X le nombre de livres cherché; le nombre de livres du mé* 
lange sera donc b -}- x. La livre de la pemière substance coûtant 
o centimes^ les x livres coûteront x fois a on ax centimes. De 
même, les b livres de la seconde substance coûteront bc centimes j 
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le prix dn mélange sera donc he-^-ax. Mais ce prix est anssi {b'^-x) 
fois d centimes y ou &<^-)- d!r; on a par conséquent 

hc-\'axz^bd-\'dx. 

Retranchant hc, pnis dx, de part et d'autre du signe =r, les deux 
restes seront égaux chaque fois, et en rèdmêantj Tiendra 

ax — dxznbd — he. 

Or, ax — dlr ou a fois a?— <^ fois Xy contient évidemment autant 
de fois X qu'il est marqué par a— d et vaut x (a— d). De méme^ 
hd — hc vaut 5 (d — c) ; on a donc 

X (o— d) = b (d — e). 

Divisant par a — d de part et d'autre y les deux quotiens seront 
nécessairement égaux ^ et l'on aura enfin 

i(d-c) 

X ^31 ^— ^— — — • 
a — d 

Cette formule montre 8ur4e<champ ce qu'il faut faire pour avoir 
le nomhre demandé : en la traduisant en langage ordinaire (ce qui 
se fait en remplaçant les lettres par la dénomination des quantités 
qu'elles représentent, et les signes par renonciation des opérations 
qu'ils indiquent), on verra que pour trouver le nombre de Hores 
de la première substance, à ajouter au nombre donné h de livrée 
de la seconde, il faut multiplier ce dernier nomire par Ve^seks du 
prix de la Uore du mélange sur celui &une livre de la seeor^dfi 
substance, puis diviser le produit par ïexchs du pria Sume Uorp, 
de la première substance sur celui S une livre du mélange. 

Cette règle est beaucoup moins claire et moins simple que la {or-* 
mule qui l'a donnée ; et cela suffit pour montrer combien le langage 
algébrique l'emporte en précision et en simplicité sur le langage 
ordinaire^ dans les expressions numériques. 

Pour appliquer la formule précédente, supposons qu'tm oi^iv9^ 
mi 60 liv. éPor, au titre de 930 millièmes, et qt^U veuille savoir 
combien il doit ajouter ^or pur à la fente, pour élever le.ièife 
de Falliage à 950 millièmes? Comme l'or pur est au titre de 1000 
millièmes, on a a = 1000, 6 = 60, c = 930 et dz=950^ d'où 
résulte, pour le nombre demandé, 

^_6o(95o~93o)_.24H^. 

1000— 'QÛO 

4. On voit qu'une même formule peut servir à résoudre plusieurs 
problèmes, en apparence fort di£Pérens les uns des autres. Cela 
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n'arrÎTCraït pas, si les nombres donnés étafient d'alH>rd représentée 
par des chiffres. De plus, les opérations sur les chiffres, pouvant 
s'effectuer à mesure que les raisonnemens y conduisent, le résultat 
ae conserve aucune trace des nombres qui l'ont fourni, et on ne 
voit pas aisément conunent on pourrait trouver le nombre inconnu 
dans tous les autres problèmes de même espèce. Il est donc bien 
préférable de représenter les quantités données par des lettres^ et 
c'est ce qu'il faut toujours faire, même lorsque ces quantités sont 
énoncées en chifBres^ si l'on veut arriver à des règles et à des prin- 
cipes de calcul. 

Non-seulement les formule» indiquent, au premier eoup-d'œil,, 
'Comment on r^oudra tous les problèmes de même espèce que le 
proposé; mais de plus^ elles font connaître quand ces problème» 
sont impossibles. 11 est clair, en effet, par la formule trouvée plus 
haut, que si Je prix J de la substance à former avec les deux autres, 
^tait moindre ou plus gnmd que leurs prix a et e, Fune des deux 
eou»tra«tioiis <l— c et a-^d serait inexéeutaUe, et qu'alors l& 
problème serait absurde. 

Remaitpions encore qu'en faisant usage de lettres et de signes 
Itbréviatifs, on n'est guère plus de temps pour éerîre les phrase» 
iBuccessïves des raisonnemens et du calcul^ que pour les énoncer z 
«n peut donc mettre sous les yeux les expressions numériques; et 
■c^est là un très-grand avantage : car par ce moyen, non-senlement 
<m soulage beaucoup la mémoire, mai» encore cm rapproche les 
objets, de manière à en saisir très-facilefbent les divers rapports et 
é voir sur-le-champ ce qu'il faut faire poor obtenir les valeurs in- 
connues. On devra donc toujours se servir, pour traiter les questioru 
nu0fSrifU09(^), de signes aJ>réviatifs, parmi lesquels on comprend 
les chiffîces et surtout les lettres; et c'est ce que nous ferons désor* 
•inais. 

. Cette juanière générale de représenter les nombres,, jouit encore 
'd'un avantage bien important; c'est de fournir des ^jalités, dans 

(*) Ou dlslingue deux. sortes des qocstioBS, savoir : les problèmes et 
les théorèmes. Dans les problèmes, on a pour but de trouver des nom- 
bres incomius, à Paide de nombres donn^, ayant avec les premiers, àds 
relation^ indiquées par Véaonicé\ et td est aussi le but de tout calcul 
quelconque. Dans les théorèmes, oa se propose dVtablir certaines pro-^ 
priétés de nombres, au moyen dW raisonnement, appelé démonstration:, 
Les règles et U& principe» de calcul ne sont au fond que des the'orérac» 
numériques* 
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lesquelles on peut regarder sucqessivemetit comme me<ntnuj diacnn 
de ces nombres, et en déduire la valeur, par des transformations 
soavent fort simples, comme on le verra dans la suite. 

5. £n considérant les règles et les formules algébriques CQmme 
applicables, quelles que soient les valeurs des nombres indéterminés 
qui les composent, il en résulte plusieurs avantages très-importans. 
D'abord on est dispensé de recommencer, pour cbaque cas particu-* 
lier, les raisonnemens et les calculs , quelquefois très-compliqués , 
qui ont fourni les règles et les formules proposées; ensuite, on n'a 
pas à distinguer si un nombre donné doit être plus grand ou plus 
petit qu'un autre ; enfin, on est souvent conduit à des questions ou 
à des conséquences remarquables, qui autrement, auraient pu ne 
pas s'ofirir à l'iHOâgination. 

Si réellement les règles et les formules ne sent pas applicables 
pour certaines valeurs des quantités qui s'y trouvant, on en sera 
averti par des résultats impossibles, tels que^des soustractions inexé' 
cutables, des valeurs infinies, etc., qui montreront par conséquent 
l'absurdité de la supposition qui les aura donnés, absurdité qu'on 
pourrait ne pas reconnaijtre d'abord. Il y a donc de grands avantages 
et aucun inconvénient à regarder les règles et les formules algébri^ 
ques, comme absolument générales; et c'est ce que nous ferons 
désormais. 

6. Par ce qui précède, on voit que Yaïgehre est la science du 
calcul des nombres énoncés d'une manière indéterminée. Son but 
est non-seulement de résoudre les questions que l'on peut proposer 
sur les quantités] mais surtout de fournir des formules ou des règles 
pour résoudre tous les cas particuliers d'un même problème général, 
qnels que soient les nombres donnés de ce problème. £t c'est à quoi 
elle parvient à l'aide du calcul littéral et du calcul analytique. 

Le calcul littéral a pour but d'effectuer toutes les opérations de 
l'Arithmétique sur des nombres représentés par des lettres et des 
signes abréviatifs; et ces nombres ainsi exprimés, s'appellent quan^ 
titês algébriques ou quantités littérales. 

Le calcul analytique ou Vanalyse algébrique, est l'art de résoudre 
les questions numériques, à l'aide du calcul littéral et de certaines 
égalités, renfermant des nombres inconnus et des nombres donnés, 
Pfous allons d'abord considérer le calcul littéral. 
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DU CALCUL LITTÉRAL. 



Moyens de simplifier les Expressions algébriques. 

7. Le calcul littéral est d'autant plus facile que les expressions 
numériques employées sont plus simples. Il faut donc apprendre 
d'abord à simplifier les quantités littérales et conséquemment le 
langage algébrique. Or, on a déjà vu en arithmétique, que pour 
abréger un produit indiqué, tel que 3 X a X ^> on supprime le 
signe X> et on écrit simplement 3ab, Réciproquement, lahcd=z 
7XaX^X<?X^- Lorsque les factétirs sont exprimés en chiiTres, 
on ne peut plus supprimer le signe X : on le remplace alors par 
un point, et on écrit 5x4 = 5.4. 

8. La puissance n^ d'un nombre h est le produit de n facteurs 
égaux à ce nombre. On indique en abrégé cette puissance, en écrivant 
b'* et eu énonçant b puissance n. Le nombre n est alors Y ordre, le 
degré ou Vexposant de la puissance : c'est aussi Vexposani de la 
lettre &, qu'on appelle dans ce cas lettre exponentielle. 

Ainsi V exposant diVJit lettre est un nombre qui, placé à la droite 
et un peu au-dessus, indique combien de fois cette lettre est facteur 
dans le produit, ou à quelle puissance elle y est élevée. Par exemple, 
dans a^b^y qu'on énonce a quatre b deux, 4 est l'exposant de a et 
2 celui de b. On voit que a^b^ est l'abréviation dcoX^^X^Xa 
X ^ X ^. On voit aussi que pour obtenir numériquement la puis- 
sance n*» du nombre i, il faut effectuer n — 1 multiplications suc- 
cessives par b, 

9. Lorsque l'exposant est l'unité, on se dispense de l'écrire; 
c'est-à-dire que la première puissance Sun nombre est égale à ce 
nombre. En effet, dans ab\ l'exposant 1 de & indique que b est 
une fois facteur avec a, ou que b multiplie a. On a donc ab*z=.ab^ 
ce qui exige que b^ = b. De même , 10' == 10, {a — 2)* = a — 2. 
Réciproquement," lorsque l'exposant n'est pas écrit, il n'«st pas 0, 
mais il est censé 1 ; car a= a'. 

10. Toute quantité affectée de t exposant 0^ donne f unité. Il 
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«si clair, en effet, que dans ab^, qu'on ënonôe a, b puissance (T, 
l'exposant de & montre que b n'est pas facteur avec a^ ou que b 
Kàe multiplie pas a. Ainsi on a ab^z= a 3 d'où il Tient 60 = 1. De 
même, 10« = 1, (a + 1)» = 1, etc. 

1 1 . On appelle termes les quantités qui , dans l'expression alg&- 
l>rîque d'un nombre, sont séparées par les sigpes -)- et — : cette^ 
expression elle-même est nommée polynôme. Ainsi a — 2b'\-Sc 
est un polynôme, dont les termes sont a, — 2b et -|- 3c. Jj'expres- 
sion algébrique d'un nombre est appelée monôme, binôme, trinôme, 
^uadrinome, etc., suivant qu'elle est composée de 1, 2, 3, 4, etc. 
termes. Ainsi — 3a* e^t un monôme, 2a — 6 un binôme, etc. 

12. Le signe d'un terme est le signe -{- ou le signe — qui pré- 
cède ce terme; en observant que le terme qui n'a pas de signe écrit, 
est censS avoir le signe -}-• Effectivement, dans -{- ^^ 1^ signe -|- 
qui précède a, indique que a est ajouté à rien ; le résultat est dono 
a. De sorte que + ^ ou -^a^za. Réciproquement, a = -|- a. 
De même, -^-a — & = a — b, 

13.. Un facteur d'un terme est appelé facteur numérique ou 
facteur littéral, suivant qu'il est exprimé en chiffre ou par une 
lettre. Le coefficient d'un terme, est le facteur numérique, placé à 
la gauche des lettres de ce terme et sur la même ligne. Ainsi dans 
6aA, 6 est le coefficient. On préfère écrire Qab plutôt que abQ^ bien 
que le produit soit le même, dans les deux cas; mais c'est pour 
mieux distinguer le coefficient de l'exposant. D importe beaucoup^ 
en effet, de ne pas les confondre, de ne pas prendre 3a pour a , par 
exemple. Gtr 3a est l'abréviation de a -{' <> ~i~ ^7 tandis que a ex- 
prime en abrégé a X a X a. 

Lorsque le coefficient est l'unité, on se dispense de l'écrire; car 
^la = a. Réciproquement, lorsque le coefficient n'est pas écrit, il 
est censé 1 ; puisque a =:;: la, xz=. Ixy etc. 

14. Pour indiquer une opération sur un polynôme, on met ce 
polynôme entre parenthèses, et on indique sur ces parenthèses ^ 
l'opération comme on l'indiquerait sur une seule lettre. Mais si 
l'expression avait déjà des parenthèses, on la mettrait entre crochets; 
et s'il y avait des parenthèses et des crochets , on la placerait entre 
des accolades. C'est ainsi que l'expression 

j<»-[4-(«-«)] + lK*-i), 
-&it voîi qa'après avAr soustrait du- nombre i, la difFérence a — h, 
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il faut retranclier \e reste hors du nombre a, puis ajouter 1 au 
résultat et multiplier la somme par a- — h. 

15. Slaintenanty pour que les règles et les formules algébriques 
soient générales (5), il faut que les principes de calcul qui les four-* 
nissent, s'appliquent quels que soient les nombres employés. Ainsi 
on devra admettre, par exemple, qa^qfouter ou soustraire un tout, 
p*est tyouter ou soustraire ohacvne de ses parties, quand bien 
piéme les soustractions seraient actuellement impossibles, auquel 
cas elles resteraient indiquées à l'aide du signe — . De sorte que 
4 — 9 = 4 — (4 + 5) = 4 — 4 — 6 = 0^5 = — 6. Cette 
dernière soustraction est impossible, conmie la première 4 — 9; 
mais elle est plus simple que cette première. On voit que — 5 est 
le reste algébrique qu'on trouve en soustrayant 9 de 4 ; et ce reste 
montre qu'il faudrait encore soustraire 6 unités, pour effectuer réel-? 
lement la soustraction demandée, qui ainsi ne l'est qu'en partie. 

16. Quels que soient les nombres a et b, on aura tot^ours -— 
a-\' b^zi-^-h — fl. En effet, 1® soit bz=:a', conmie — a repré-? 
sente le reste qu'on trouve en soustrayant a de 0, il est clair et l'on 
doit admettre que ti à ce reste, on ajoute le nombre à soustraire 
a, la somme sera le nombre dont on soustrait; donc — o -f- a = 
= -|- a — a. 

2® Sib'^a^ et qu'on ait & = a -{- ^> î^ viendra — a -j- ^=-« 
a-\- {a'\- c) = — a-f-« + ^ = <^ = (<? + «)--^a = ^ — a. 

3® Enfin, si 5 < a, et qu'on ait a = J -|- ^> on trouvera *^ a 
+ b = — {c+b) + b = —€—b + b = — ez=zO — cz=zb 
t-^b'^czzzb — {^b-}- c) = b — a. 

On peut renverser V ordre des deux derniers termes Sun poly- 
nome, sans changer la valeur de ce polynôme. Car puisque — t^ 
-J- ô = -}-i'! — fl, il s'ensuit que p — fl-}"^=l'"t" ^ — ^^ 
p pouvant désigner un monôme ou un polynôme quelconque. 

17. Un polynôme ne change pas de valeur, dans quelqu^ ordre 
qu'on écrive ses termes. Soit par exemple, le quadrinome a — ^ -f- 
ç — d: tout se réduit à faire voir que — 5 ^ par exemple, peut y 
occuper successivement toutes les places. Or, — i-|-^=^ + ^ — ^ 
(16). Ajoutant c à ces deux expressions égales, les deux sommes 
seront nécessairement égales aussi ; on aura donc — b-^-a-^-c^n 
^flj— -^-J-crzr-j-a-j-c — b (16). Retranchant d de chacun? 
(ie ces trois expressions égales, il viendra évidemment — 5 -|- a 4" 
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On vMt done qoe^^b peut occuper successivement tontes les pkces, 
dans le polynôme a *— ô + e — rf, sans que la valeur de ce poly- 
nôme soit changée ; et il en serait de même de chacun des autres 
larmes. Le principe est donc démontré. 

Parexemple, 12 — 16 + 20 — 8=12 + 20 — 16 — 8. Car 
d'après ce qui précède (15), il est visible que chacun de ces quadri- 
nomes se réduit k 8. 

18. Le principe précédent condait à la réduction des termes 
«emblablesi On appelle Urmes semblables, ceux qui ont la même 
p0riU UitêraU, eomme + 9a ^ et *— 4a &, dans lesquels la partie 
littérale est ikby c'est-à-dins la même pour tous les deux. 

La partie littérale étant prise pour unité d'une certaine espèce^ 
les termes semblables renfei^neront des nombres d'unités de cette 
^espèce, marqués par leurs coeffîciens ; on pourra doue ajouter ou 
sonstraine entre eux ces nombres d'unités, et par conséquent réduire 
plusieurs termes semblables en un seul) en ajoutant ou en sous- 
trayant leurs coeificiens. C'est ainû, par exemple, que si xzizSt^b* 
— 6a b"" + 2a'^*, on auj^ x = Aa^b\ 

Ces réductions sont fort utiles, comme on voit ; car pour avoir la 
valeur de x en chiffiEes, {1 faudrait effectuer 17 opérations partielles 
avant la réduction, et seulement 5 après. 

19. Pour opérer la réduction des termes semblables, on fait 
la somme de tous ceux qui ont le même signe, soit + soit — , et 
pn donne à cette somme le signe commun ; et si les deux termes 
semblables ont des signes diffh'ens, on soustrait le plus petit du 
plus grand et on donne au reste le signe de ce plus grand. D'après 
cette règle, le polynôme lab — Sa + <3a — 2a + 2a^ — Sa^ se 
réduit à Qab — la *=-5a. 

En -effet, dans le polynôme proposé, on peut rapprocher les 
termes semblables, sans changer la valeur de ce polynôme (17), 
lequel, par conséquent , deviendra lab + 2ab — 5a -^ 2a + 3a 
—8a. Or, 7a^ + 2a* font 9ai^ ; •— 5a'— 2a' donnent — 7a' (16) 
et 3a — 8a = 3a ^- 3a — 5a = — 6a : donc effectivement le 
polynôme proposé se réduit à Qab -^^la '— oa. 

Si a= 2 et 5 = 10, le polynôme proposé et celui qui en est 
résulté par la réduction, auront la même valeur 114; ce qui doit 
être. 

20. Quantités négatives. Un monôme est dit positif on nSga- 
i\f, suivant qu'il est précédé du signe + ou du signe — . Ainsi 
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^ 6 est une quantîU positive ou on terme oâàiHfj et — 8 une 
quantité négative ou un terme »ou$tracUf* 

On a vu (5) combien il est essentiel que les règles et les formules 
algébriques soient générales. Or, cette propriété , qu'on leur accorde 
volontairement, pour les rendre plus utiles et simplifier les prin- 
cipes de calcul, conduit souvent à des soustractions impossibles, 
et exige en outre que Ton soumette ces expressions impossibles à 
toutes les opérations de l'arithmétique. En effet , pour obtenir les 
règles on les formules cherchées , on pourrait avoir à opérer sur lè 
reste a — hj qui an fond pourrait être négatif, sans qu'on s'en 
aperçût d'abord, à cause de l'indétermination des nombres a et h, 
iinsi on sera, malgré soi, entraîné à raisonner et à opérer sur a — 
^, comme si c'était un nombre absolu et résl, lors même que a sera 
moindre que 5, c'est-à-dire lorsque a — h sera au fond un monôme 
soustractif. On voit qu'il faut nécessairement s'occuper en algèbre 
du calcul des quantités négatives isolées, et les traiter comme de 
véritables nombres, bien que considérées en elles-mêmes, ces ex-« 
pressions présentent des soustractions inexécutables, et soient des 
signes d'impossibilité (*). 

21. On lève d'ailleurs toute difficulté, en regardant les quan- 
titè$ pontives ou négatives comme augmentant ou âiminuaht eer- 
tameê grandeurs de même esjlhce, qui ne sont pas f objet partie 
culier du calcul actuel. De cette manière, l'expression >— a -|- a 
signifiera qu'il faut soustraire et ajouter le nombre a à une grandeur 
de même espèce ; or, l'effet de l'une de ces opérations détruit néces- 
sairement celui de l'autre : donc — a-f- ^==0. On verra de même 
que -f" Œ — û = 0, que — fl-|-Jz=-j-J — a, comme plus haut 
(16), et que — 4a = — a — a — a — a. 

(*) Pas exemple, supposons que la solution d'un problème ait donné 

x:=za(a — b) — (aa — QÔ), 

Pour que le but de Palgébre soil atteint (6) , il faut que cette formule 
s'^applique , quels que soient les nombres a et b. Or, si a = 3 et & = 5, 
cette formule deviendra 

x = 3(-a)-(-39); 

expression impossible, si Ton ne sait pas multiplier 3 par — a et sous- 
traire — Sg du produit. Mais si Ton fait entrer dans le calcul , les quan* 
tités négatives isolées, on apprendra que xr=:3( — a) — ( — 39), devient 
or = — 6 -f- 39 == 33. La formule proposée ne peut donc être générale 
que par le calcul des quantités négatives isolées*- 
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22. En soumettant les 9xpre»tions nègaUveê aux mêmes opéra- 
tions que les nombres abiolut, on est conduit à admettre les deux 
principes que voici : 1^ Toule qttanUiê négative est plue petite 
que zéro; 2^ Plus une quantité négative a ^unités, plus elle est 
petite ('^). Effectivement , puisqu'il faut ajouter 6 à *— 6 pour 
avoir 0, il s'ensuit que — 6«<0. De même, puisqu'il faut ajouter 
8 à — 12pour avoir —3, il en résulte que — 12'<-— 3. 

On ne saurait écrire — Ô^-Oet— 12>'— 3;caren ajoutant 
12 de part et d'autre, on aurait 6 ^ 12 et ^ 9, résultats ab- 
surdes. On ne saurait non plus écrire — 6 = et — 12:= — 3; 
il faut donc qu'on ait — 6 ■< et — 12 -< — 3. Ainsi les deux 
principes précédens sont vrais algébriquement , c'est-à-dire tant 
qu'on soumet les quantités négatives isolées aux mêmes opérations 
que les nombres absolus et réels ^ ce qu'il faut absolument admet- 
tre en algèbre (20). 

% 

Des quatre premières Opérations algébriques. 

23. n importe beaucoup de mettre l'expression de tout nombre 
inconnu, sous la forme la plus facile à calculer en chiffres. Aussi 
le but du calcul littéral est-il de trouver la forme la plus simple 
dont un résultat soit susceptible, quand on n'assigne aucune valeur 
particulière aux lettres. Et on parvient à cette plus simple forme, 
tant par la réduction des termes semblables, que par les quatre 
premières-0p^ra/t07z# algébriques, qui vont nous occuper. 

(*) n n'existe évidemment point de quantité plus petite que zéfo ^ et 
plus une quantité a d'unités , plus elle est grande : mais — a n^est pas 
une quantité; c^est simplement Tindication d^une soustraction à ûiire. 
Ainsi, en écrivant — 4<C® *' — ^^"^ — 4i ^^ sous-entend, de part 
et d'autre du signe ^, une certaine quantité, qui n^est pas Tobjet du 
calcul actuel, et dont la présence rend exactes les deux inégalités pro- 
posées. Ces inégalités sont d'ailleurs en usage , même dans le langage 
ordinaire. Par exemple , les dettes étant des quantités négatives par rap- 
port aux biens if on dit souvent qu^un homme a moins que rien^ pour 
exprimer qu'il n'a que des dettes. On dit aussi ^ en parlant de deux 
débiteurs insolvables, que celui qui doit le plus est, moins 'riche que 
Tautre. Ces locutions et plusieurs autres, qui résultent de la considéra- 
tion des quantités négatives isolées , sont d'^ailleurs analogues à celles 
employées par le vulgaire, comme plus il y en a, moins ils vaillent ^ il 
hùfoMl quatre liards pour avoir un sou^ etc. 
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Une opération est algébrique, lorsqu'on doit avoir égard aax 
signes qui peuvent affecter les quantités : une opération est arith-» 
mèiique, quand on n'a ^ard qu'aux valeurs absolues Jes quantités, 
c'est-à-dire qu'aux nombres d'unités que ces quantités renferment. 
On voit alors que les opérations algébriques devront souvent pro- 
duire des effets bien opposés à ceux des opérations arithmétiques 
analogues, 

24. ÂDDiTiov. Uaddiiian algéhrique est une opération par la- 
quelle on réunit plusieurs quantités de même espèce, affectées des 
signes •\- et — , en une seule quantité appelée somme. De sorte 
que le mot somme exprime ici une somme d'additions et de sous- 
tractions indiquées^' c'est-à-dire le résultat de ces opérations. Par 
exemple, ajouter à 9^ une soustraction de 6^, c'est réellement faire 
éprouver à 9^ une diminution de 6^; le résultat ou la somme est 
donc 9^ — 6^ D'où il suit que 9 + (— 6) = 9 — 6. 

25. En général, tout monôme ajouté est écrit avec le signe qui 
le précède. Ainsi a -}- ( -|- ^)==û-|-ieta-f-( — &) = a — h, 

La première de ces égalités est évidente ; car -f" ^ étant la même 
cbose que h (12), il est clair que a -}- (-i~ ^) = a -{- ^- Quant à 
k seconde, il est visible que si on ajoute — • 5 à a, le résultat ren- 
fermera nécessairement a et — } ; il sera donc a — h. 

D'ailleurs, s'il fallait ajouter c — 5 à a; il est clair qu'en y ajou« 
tant d'abord e tout entier, on y ajouterait h de trop; la somme 
a-|- c serait donc trop grande de 6, et il faudrait la diminuer de h. 
De sorte qu'on aurait a-}- (^ — 5) = tf-|-^ — ^» Cette formule 
devant être générale, ou s'appliquer pour toutes les valeurs des 
lettres qui la composent, subsistera encore lorsqu'on y fera ^=0; 
comme cela doit être en effet, puisque la quantité e n'étant pas 
l'objet particulier du calcul qui nous occupe, ne doit y entrer que 
comme auxiliaire , et doit conséquemment disparaître du résultat 
fmal; ce qui revient à l'y supposer nulle. Prenant donc <?=0, 
dans la formule précédente, elle deviendra a-j-(— i) = tf — h^ 
comme en appliquant le principe énoncé. 

26. Pour ajouter un polynôme à une quantité, il foui T écrire 
h la' suite ou au-èessous 4e 'Cette quantité, asoee ses signes tels qt^ilê 
sont (en observant que q^aîté le signe n^ est pas écrit, il est -{-), 
puis opérer la réduction des termes semblables, ^il y en a, Effec* 
tivement, on ne peut ajouter un polynôme qu'en ajoutant chacun 
de ses termes 3 mais chaque terme ajouté est écrit avec son signe 
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(25) ; donc le polynôme ajoute sera écrit aYto les mêmes signes qti'il 
avait d'aboriL 

D'après cette règle, on a 12 -|- (8— 10-f 4) = 12-f 8—10 
4-4=:14,ela4-(^4-c — <l) = a4-^-f.e^— «<i 

n est TÎsible en effet, qu'on ajoute à a le tout h'^Cy en j ajoutant 
chacune de ses parties ^ et c 3 ce qui donne a-^b'{'C. Mais ce n'est 
^as h -^ e qu'on doit ajouter à a, c'est 5 -{- c -^ (ï; on y a donc 
ajoute d de trop ; la somme trouvée a -{- ^ -^ ^ est donc trop grande 
de d'y il faut par conséquent la diminuer de dy ou écrice a -|~ ^ 4* 
e — dy comme en appliquant la règle* 

Bans les application» de cette règle, on se contente, comme dans 
l'exemple ci-à côté, d'écrire les uns sous les Sa* — - 5a3 -{•- 2 J* 
autres et arec leurs signes, les polynômes qu'on AaB — 2a* -{- 5b* 
▼eux ajouter entre eux ; puis on opère sur-k^ 2a* -— 2ab -^ i* 
champ la réduction des termes semblables. ^a* *— 3ab «^ 8i' 

Pour vérifier numériquement cette opération, jurenons a = 4 et 
^=3 : nous verrons que les trois trinômes proposés se réduisent 
à 6, 61 et 17, et que la somme algébrique trouvée doxme 84, comme 
cela doit être. 

27. SousTRACTiov. La touitraction atgihrique est une opéra- 
tion par laquelle, connaissant la somme de doux quantités et l'une 
de ces quantités, on trouve l'autre appelée re$i9j exche ou différence. 
Ainsi le reeie S tune soustraciton algébrique est toujours tel, qu'en 
T ajoutant à la quantité à soustraire, la somme se réduit à la 
quantité dont on doit soustraire. D'après cela, il est clair que 12 

— (— 6) = 12 + 6 j car le reste 12 + 6 ajouté à — 6 donne 

— 6 -)- 12 + 6, soKune qui se réduit à 12. 

28. Tout monôme soustrait doit s'écrire avec un signe eentruire 
à celui qu'il avait ff abord. C'est ainsi que a'^{'\'b)=.a — h 
et a — ( — b)=.a + b, 

£n efiet , a étant la même chose que a + ^ -^ 5 , il est évident 
que si de a on veut soustraire + ( ou — 3, il faudra faire ensorfe 
que + ^ ou — A ne s'y trouve plus -y il faudra donc y effacer + h 
ou —-^3 et il restera a^^b on « + ^> cottuae en appËqaant h 
principe énoncé. 

29. P&ir soustraire un polfnome d'urte quantité j il faut 
t écrire, avec tous ses signes changés, à la suite ou audessous èe 
cette qwmUtéj, et réduire ensuit, s'il est possible. S est clahr, eh, 
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effet, qtCon ne peat soustraire un polynôme qn'en soustrayant 
chacun de ses termes. Or, chaque terme soustrait changé de signe 
(28) } donc le polynôme soustrait aura tous ses signes changés. 

Ainsi on a 20 — (7 + 5 — 9) = 20— 7 — 5 + et a — 
(5 — c-f-(î)=:a — J-}"C — df. Effectivement, si l'on ajoute le 
reste a— ^-{-i?— -<lau polynôme à soustraire &-— o + df, la somme 
i — c + df-j-a — J + c — <l se réduit à la quantité a^ donc ce 
reste est le véritable. 

30. MuLTiPLiCATiOli. Le but de la mulHpUcati4m aîgSMque 
est le même que celui de la multiplicalion arithmétique ; c'est-à-dire 
que le produit algébrique e'ohtienien opérant sur le multiplicande, 
comme le multiplicateur en opérant sur Vunité. 

D'après cette définition, si le multiplicateur n'a pas de signe 
écrit, le produit sera un multiple ou une fraction du multiplicande; 
il sera donc de même nature que ce multiplicande ; c'est-à-dire qu'il 
en aura le signe. Il est visible, en effet, que — - 3a X | i= les | de 
( — 3a) = les |de ( — a^^^a — o) = les |de 3 fois ( — a) = 
4 fois ( — a) = — a — a — a — az=z — 4a=z« — (3aX|);et 
ainsi des autres. 

31. En général, le produit de deux monômes a le signe -}- ou 
le signe — , suivant que ces deux monômes ont un même signe ou 
des signes différons. Par exemple, je dis que, 

1® + a X + * = + «^ et — a X + * = — aJ; 
2® +aX — hz=z — ah et — aX — * = -f-a^. 

En effet, 1^ k cause de -)-5r=^, le multiplicateur peut être 
écrit sans aucun signe ) donc le produit aura le signe du mnltiplf- 
cande (30). Ainsi on aura +aX-h^ = -l'a6 eti— aX^"^ 
• n: — ahf 

2^ Le produit s'obtient en opérant sur le multiplicande, comme 
le multiplicateur en opérant sur l'unité : donc puisque le multipli- 
cateur — 5 se trouve en multipliant l'unité par h et en changeant 
le signe du résultat h ; de même le produit de -{-a ou. — a par 
-— 5 se trouvera en multipliant -f- a ou ^—a par ^ et en changeant 
le signe du résultat -|- a6 ou -— ah (^<^) ; ce qui donnera -7- ah on 
'^ah. On voit donc que +flX — ^ = — ah tt — flX~^ = 
'\' ah. Le principe est donc ainsi con;Lplélement démontré, puis- 
qu'il ne peut offrir que les quatre cas : + par -j- donne -f-, — par 
^ donne—, -J- par •^— donne -—et — par '— donne +. 
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32. n résulte du principe précédent , nommé la re^îe de$ signes, 
qu'un produit change de signe en même temps que l'un de ses fac- 
teurs; et que si Von change Us signes ou f ordre des deux fadeurs, 
le produit restera absolument le même, H est clair, en effet, que 
— flX4"^— ^ — a^ = — ia=z-}-iX — a, et ainsi des autres. 

33. Pour multiplier un monôme par un monôme, il faut, 
apr^s avoir appliqué la rhgle des signes, multiplier entre eus les 
coefficiens, puis écrire à la suite du produit (et en suivant f ordre 
ulphabé tique') une seule fois chaque lettre, comme facteur, et lui 
donner, pour-exposant, la somme de ses exposans au multiplia 
cande et au multiplicateur. D'après cette règle, on aura 

— lah^c X — 9aHd = + ÔSaU^cd. 

En effet, d'après la définition de l'exposant (8), et parce que le 
produit ne change pas de valeur, dans quelqu'ordre qu'on multiplie, 
il est clair qu'on a successivement 

^7a^b^edX — 9a^bd = + 1.9.a^a^.bh.cdz=: 

*f- ÔSaaaaaaabbbbcd = + ^oPb^cd, 

De même, a^^a'^zz: a'""*'^. Car la lettre a étant m fois fac- 
teur -au multiplicande et v fois facteur au multiplicateur, sera 
nécessairement m-f-v fois facteur au produit; ce qu'on indique en 
lui donnant m-^-v pour exposant. 

34. On multiplie une quantité par un polynôme, en multi- 
pliant cette quantité par chaque terme du polynôme, comme dans 
la multipUcatùm des monômes, et en réunissant tous les produits 
partiels. Cette règle donne —6 X (4 — 20 + 7) = —24 + 
120 — 42 et 

tt X (* — ^ + <^) =«^ — ac+ad. 
En effet, puisque le multiplicateur b — o -{' d 8*ohikni en mul- 
tipliant l'unité par J, par ^ et par rf, puis en soustrayant le second 
résultat o du premier ô, et en ajoutant le troisième d; il est clair 
(30) que le produit s'obtiendra en multipliant le multiplicande a 
par 5, par cet par (î, puis en soustrayant le second résultat ac du 
premier ai, et en ajoutant le troisième ad : ce produit sera donc 
A^ — ai; -{-* ady comme en appliquant la règle, 

35. Pour multiplier un polynôme par un monôme, il faut 
multiplier chaque terme du polynôme par le monôme, comme 
dans la multiplication des monômes, et rfunir ensuite tous les 
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praduUs partUU. C'est ainsi que ( 8 — 30 + 16 ) >< — 4 ri: — - 
32+120 — 64 et 

Le produit restant le lïiâaie lortqu'on change l'ordre de ses deux 
facteurs (32)^ il est clair^ d'après la multiplication pr tin polynôme 
(34), qu'on aura (a— *4-c)X<i = rfX(a — h-^e)-=zaâ 
— hd-^- edf comme on l'a d'abord trouTë^ Le même raisonnement 
s'applique lorsque le multiplicateur est négatif. 

36. Pour effectuer ïa multipUeatian Sun folynome fat un 
polynôme j il faut multiplier chaque terme du multiplicande par 
chaque terme du multiplicateur ^ comme dans la multiplication 
des monômes j puis réunir tous les produits partiels et opérer la 
réduction des termes semblables. 

D'après cette règle , soit à multipfier a — 3a*b -{- 2af par Sa* 
i— ^ab r|- 2i'; on aura l'opération que voici : 

Multiplicande - a^— Sa^d+ 2ab* 

Multiplicateur 3a* — kab + 2h* 

Produit par 3a\ 3ô*— Qah+ GaH* 

Prod.par— 4a* — 4a** + 12aV— 8a'** 

Prod.par + 2*' + 2a'*'—. ea'*'4-4a** 

Produit réduit 3a^ — 13a** + 20aV-*. 14a'*' -f 4i**. 

On a vu (34) que pour multiplier le premier polynôme par le 
second, il faut multiplier ce premier, et par conséquent ciiacun de 
ses termes (35), par chaque terme du second, puis réunir tous le» 
produits partiels. Or, c'est ce qu'on a fait dans l'opéraiion précé- 
dente f donc le résultat est fe produit demandé. 
. n est maintenant facile de dhehpper le produit (a' -{- a* -|- **) 
(a* — a*+^') (a* — **). On peut aussi vérifier que {^Lc^h^^Zat^Y 
(2a'* + Zab' Y (4a^*' — Ga^'^) ziz (4aV— 9a'*^)'. 

37. Un polynôme est dit homogène, lorsque tous ses termes sont 
du même degré j en observant que le degré d'un terme est le nom- 
bre de ses facteurs littéraux. On remarque que le podait' dé deux 
polynômes homogènes, est lui-même homogène et d'un degré égal* 
à. la somme des degrés du multiplicande et du multiplicateur. 

Ordonner un pèlynome, c'est écrire tous ses termes, de manière 
que les cxposans d'une même lettre, appelée lettre principale où 
ordonnatrice j. aillent eu diminuant de gauche à droite. Ainsi lé 
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polynôme kJ^V^ — ^^Ir + ^aJ^ — ^ est ordonne pr rapport à a^ 

38. Dam la multiplteation de deux polynômes ordonnée par 
rapport à une même le tire j le premier terme du produit, aueei 
ordonné, résulte toujours de la multiplication du premier terme 
du multiplicande par le premier terme du multiplicateur. C'est 
ce qu'on voit dans l'exemple du n^ 36. 

En gênerai, d'après la multiplication de deux polynômes (36), 
il est clair que dans chaque terme do. produit, l'exposant de la lettre 
ordonnatrice est la somme de deux exposans de cette lettre, l'im au 
multiplicande et l'autre au multiplicateur ; donc le plus grand ex- 
posant de cette lettre, dans le premier terme du produit, est la 
somme de ses deux plus ^ands exposans, l'un au premier terme 
du multiplicande et l'autre au premier terme du multiplicateur, et 
répond conséquemment à la multiplication de ces deux premiers 
termes. (Ce raisonnement suppose néanmoins que cliacun des deux 
polynômes ne renferme qu'un seul terme où la lettre ait le plus 
grand exposant; c'est-à-dire qu'on ait réuni en un sesl tous les 
multiplicateurs d'une même puissance de cette lettre, dans un 
même polynôme. ) 

On démontrerait de même que le terme du produit, où une 
lettre a le moindre exposant , provient de la multiplication des 
termes du multiplicande et du multiplicateur, où cette lettre a les 
moindres exposans. 

39. DÉCOMPOSITION Eiv FAGTEVRS. 11 cst souYcnt fort Utile, pour 
simplifier les calculs, de décomposer en facteurs, certaines expres- 
sions algébriques; et les résultats de la multiplication des polynômes 
en fournissent le moyen. II est clair, en effet, que plus on connai-' 
tra de produits particuliers, plus on aura de ressources pour opérer 
la décomposition en facteurs, en remplaçant chaque produit par 
la multiplication indiquée qui Va donné. Or, voici, pour cet ejQet, 
plusieurs formules, d'un usage fréquent : 

a + h){a — h)~a^ — h% 
a =±= 15)' = a' ± 2û5 4- 5', 
a^h)^ = a^ zi=:^a^h + ^ah'' ^h\ 
a =t: hf = a^ =h: k(^h + ^a^h" =±= iaî^ + h\ 
p=i=i5)^ = a^=i=5a^i5+ 10aV±10û*i5' + 5ai5*=l=:i5^ 

On trouve aisément les quatre dernières, en multipliant successi- 
vement par adtih. Ces formules fournissent les énoneés d'autant 
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dit diëorèmes munéricfctes. Par exeinpie, la Beconâe apprend que 
h-carr^ Svn hiname queleenfus, ^e compoiedu carreau premier 
terme, du double ^oduit -du premier terme ,par le second et du 
-earrS du second. 

La troisième montre 4iae -le cube dl un -binôme reftferm» le cube 
du premier terme, le triple carré du, premier mtdiipUè par le 
second, le triple du, premier multiplié parle^écarré dueeeondet 
le cube du second* 

^Voici encore quatre formules y ponr la-tléocmipoifiion en Ëiotenrs;: 

la* — ah + b*)la^h)=za^ + i\ 
{a*+P){a+b){a^b)=a^ — B\ 
(a* + ab + h^lla* _ a5 + J') = a* 4. i"«" +«1 

'Ainsi ou sait^écomposer en facteur^ les expressions ^^::±: 1^1»^ — 1 
«tiii* + j»* + l. 

40. Quelquefois 4a dëcomposition se présente, pour ainsi dire{ 
d'elle-même ^ comme dan» a*i -{-* a^c -^ abe -^ ab*. £fiecti¥ement, 
il est clair que cette expression devient d'abord a{ab ^^-ac >— - 3c 
— i5'), et ensuite a [a (i5 -{-£?)— -i5(i5 4- «)], ou û(a — ^)(^+^)- 

De même, a!" — ^a5 4- 2ô' = a* — 2a5 + i5' — ^* + P = 
(a— 3)* — b.{a — 'b)t=i{a — b) (« — 2<5). Pareillement^ 4»^ 
+ 2wi' — «t— 2 = m'{w + 2) — (m + 2) = (« + 2)(i» 
+ l)(m-l). 

•41. (kl recomu^t aussi qu'un binôme ^a — b ou a *f- b^es^ fac- 
teur d'un polynôme proposé, lorsque ce polynôme se réduit à zéro 
en y faisantazz:^ ou a = — 3 ; ce qui donne a — i^zzO ou a-^ 
]^= 0. Le polynôme ne peut en effet devenir nul, que quand l'un 
de ses facteurs s'évanouit ; -donc puisqu'il est réduit à zéro par a zn 
i5 ou il = — i5, c'est-à-dirè par a — b = ou a ■+- J5 = 0, il faut 
qu'il aka'—b ou a-^b pour facteur. 'Par^esemple, si dans le 
polynôme 2a* + a 3 + a*b* -«f- ob — :i5*, on fait successivement 
41 = — i^, 2a iz: 5 et a* = — b^^ xïhaque fois il se réduira à zéro^ 
il a donc pour facteurs a-J-i5, 2a— • 3 et a'-{-^'« On vérifie effec- 
tivement que la multiplication de ces trois facteurs reproduit le 
polynôme proposé. 

42. H peut arriver que pour opérer la décomposition en facteurs, 
il faille ajouter et retrancher une certaine quantité à l'expression 
proposée. C'est ainsi; par exemple, qa'<ui aura x' •— 4x 4* ^ :== 
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a^_4x + 4 — l = (a: — 2)*— l = (x — l)(:c — 3). De 
même, x^ — 6na^ + 8n*x = a: (a:* — 6nx 4- 9n* — n*) = 
ar{a:— 2«) (x — 4n). 

L'habitude du calcul littéral facilite singulièrement ces sortes de 
décompositions, auxquelles il importe beaucoup de s'exercer^ et 
yoiciy pour cela, quelques expressions : 

„«_x'+2a»4-a*; a^ + a^B — b^ — aP^a^+h*', 
fi^p + njp* + p^q — pq* ; a*x* + c*x^ — x* — «'c* ; 
^4^2m — 2m'— 1; 2aV + 2fl'+2i5'— a^— i&^— 1 j 

41 — a*x + a'j^ — 2axjr — ax^ + x^jr + a?'. 

43. Division. La division algébrique, comme la division arith* 
métique, est une opération par laquelle, connaissant un produit , 
appelé dùfidende, et l'un de ses deux facteurs, noipmé diviseur j on 
trouve l'autre, appelé quotient; c'est-à-dire qu'^n divisant un pro- 
duit abcd ou ab . cd par Pun de ses facteurs bc, on aura toujours 
Vautre facteur ab pour quotient. 

n suit de là que le dividende est toujours le produit du quotient 
par le diviseur 3 le dividende a donc pour facteurs tous ceux du divi- 
seur et du quotient ; aiiisi on aura le quotient en supprimant, 
dans le dividende, tous les fStcteurs du diviseur. De sorte qu'in- 
diquer une division (c'est-à-dire un quotient), c'est indiquer cette 
suppression. 

44. Le quotient de deux monômes a le signe -f- ou le signe — -^ 
suivant que ces monômes ont un même signe, ou des signes opposés» 
C'est ainsi qu'on a 

4-aïî — h:zz — a et — OiS*— î=i:-|-fl. 

Multipliant, en effet, chaque quotient obtenu par le diviseur, et 
ayant égard à la règle des signes (31), on reproduira chaque fois le 
dividende proposé : donc tous ces quotiens sont les véritables (43). 
Ce qui démontre complètement le principe énoncé, puisqu'il ne 
peut oflBrir que les quatre cas, + * + donne +, — I + donne 
—, + ; •— donne — et — ; — donne +. 

On voit que le signe du quotient change en même temps que 
celui de l'un de ses termes ; et que si l'on change à la fois les signes 
du dividende et du diviseur; celui du quotient restera le même. 
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45. Pour opérer la dinision de deux monomee, loreqi^eîîe Irtf 
foètihle, il faut, aprhe avoir déterminé le signe du quotient, dwi^ 
ser le coefficient du dividende par celui du diviseur, puis écrire à 
la suite du résultat, une seule fois chaque lettre, comme^ facteur, 
et lui donner, pour exposant, son exposant au dividende^ moin$ 
son exposant au diviseur. Cette règle fournit 

— 36a7i5V : — 4aVc = + 9aVc'. 
Puisque le dividende est le produit du diviseur par le quotient, 
il est clair, d'après la multiplication des monômes (33), que l*' le 
coefiicient •— 36 du dividende est le produit du coefficient «— 4 du 
diviseur par celui du quotient 3 ce dernier coefEcient est donc — 30 
; —4 ou +9 (44) : 2® l'exposant 7 de a au dividende est la somme 
des exposans 3 et :p de a au diviseur et au quotient ; ce dernier ex- 
posant est donc 7 — 3 ou 4. On verra de même que l'exposant de 
B au quotient est 6 — 3 ou 3 , et celui de c, 3 — - 1 ou 2. Donc le 
quotient demandé est -^da^b c*. Multipliant, en effet, ce quotient 
par le diviseur, on reproduira le dividende proposé. 

46. En général, soit a"* l a^:=za''y on aura donc c^ziza^^ 
«* = 0""*"*^ d'où V + a: =3 m, puis a; = »i — v, et par suite 

a"»:a^ = a"»-^... (1). 

Cette formule doit aicore s'appliquer lorsque v^^m. En effet , 
alors l'expression a"*"^ indique qu'à faut diminuer de v le nombre 
m de facteurs a, dans a^y c'est-à-dire qu'il faut supprimer v fac^ 
teurs a dans a'". Or, a"* * a^ indique la même suppression (43) ; 
ainsi les deux expressions a"*"^ et a"* * a^, indiquent une même 
opération et sont égales. Mais la première est plus simple que la 
seconde et doit lui être préférée. 

On voit donc que la formule (1) est générale. Si on y fait 2;=: m, 
elle deviendra a"*""'" = o^ * a*", ou a° = 1 ; ce qu'on sait déjà 
(10). Si on prend mzzO, la formule (1), à cause de a*= 1, donnera 



a" 



Ainsi t exposant négatif •"•-'y de a indique la division de Punité 
par s?'. Cette définition de Fexposant négatif est très-importante; 
car elle nous permet de considérer désormais les exposans comme 
des nombres entiers quelconques, positifs ou négatifs 3 ce qui gêné* 
ralise les principes. (ï^ous reviendrons d'ailleurs sur ce sujet. ) 

47. Il résulte de la formule (1), que la règle de la division des 
monômes est complètement générale; et on en déduit, par exemple, 
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Sa^d*' 



c3 

On voit qn'il faut écrire an quotient^ les lettres du dividende qnî 
ne se trouvent pas au diviseur; et qu'il ne faut pas écrire au quo^ 
tient, les lettres communes au diviseur et au dividende, qui ont le 
même exposant. Enfin, il faut toujours retrancher l'exposant d'une 
lettre au diviseur de Fexposant de cette lettre au dividende, quand 
même ce dernier exposant serait 0, auquel cas la lettre n'entrerait 
pas an dividende. 

48. Piotfr effectuer Ja âmsion â^un polynôme par un monôme, 
il faut diviser chaque terme du dividende par le diviseur, comme 
dans la division des monômes, puis réunir les quotiens partiels^ 

£n elFet, le dividende étant le produit du diviseur monôme par 
le quotient nécessairement polynôme, cliaque terme du dividende 
est le produit du diviseur par chaque terme du quotient (34) ; on 
aura donc chaque terme du quotient, en divisant chacun de ceux 
du dividende par le diviseur; car on divisera chaque fois un produit 
par l'un de ses deux facteurs. C'est ainsi que 

Effectivement, si l'on multiplie le quotient trouvé par le diviseur^ 
«n reproduira lé dividende proposé; 

49. Pour avoir le quotient de deux polynôme», iljaut les or^ 
donner par rapport à une même lettre; diviser ensuite le premier 
terme du dividende par le premier terme du diviseur, comme dane 
la division des monômes, et on aura le premier terme du quotient 
cherché, jipres avoir multipliÂ tout le diviseur par ce premier 
terme du quotient, on soustraira le produit hors du dividende, en 
ï écrivant au-dessous avec des signes contraires (29) et en opérant 
la réduction des termes semblables. On divisera encore le premier 
ierme du reste, toujours ordonné, par le premier terme du divi^ 
$eur; ce qui donnera le second terme du quotient; et Von eonti^ 
nuera le même procédé dans tout le cours de V opération» 

D'abord puisque le dividende est le produit du diviseur par le 
quotient, le premier terme du dividende, où la lettre ordonnatrice 
a le plus haut exposant, est le produit du premier terme du diviseur 
par le premier terme du quotient , où cette lettre a le plus grand 
exposant (38) ; on aura donc ce terme du quotient , en divisant lo 
premier terme du dividende par le premier du diviseur (43). 
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Mais le dividende étant la somme des prodaits du cKTÎsear par 
cliacun des termes da quotient cherche, il est clair que si de ce 
dividende, on soustrait le produit du diviseur par le terme trouvé 
au quotient, le reste sera le produit du diviseur par tous les termes 
inconnus du même quotient. On peut donc raisonner sur ee reste 
comme sur le dividende 3 et il en résulte qu'en divisant le premier 
terme du reste ordonné par le premier terme du diviseur^ on aura 
le second terme du quotient cherché, et ainsi de suite. 

Par exemple, si l'on veut trouver le quotient de 14fli5^— lOa'5' 
-f- 6a^ — 4i^+ a b par 2a* + ZB* — 3ah ; on ordonnera le divi- 
dende et le diviseur par rapport à a, puis on appliquera la règle 
précédente, en disposant l'opération comme il suit ; 



!«' reste Sa^b ~ Ua'^r + Uah^ — U^ 
— 8a^i5 + 12ûW— 8ab^ 



mtmmm 



2« reste — 4a"5'+ eab^^-^^h^ 

+ 4a'Â*— eab^ + U'^ 



mm^'^mmm0fmim^i^mmm^fl' 



2a' — 3ab + 2b* 



^a* + iab — 2Ji\ 



3« reste 

Le quotient est exact, car en le multipliant par le diviseur,. on 
retrouve le dividende au produit, 

60. Le produit du premier terme du diviseur par le quotient * 
partiel, détruisant toujours le premier terme du dividende partiel, 
on peut se dispenser de former ce produit ; ce qui abrège. Il est clair 
d'ailleurs que l'on pourrait ordonner le dividende et le diviseur, par 
rapport aux puissances ascendantes de la lettre principale. 

n est bon de s'exercer à diviser, d'après la règle précédente, 
a®_i6®par a*^b^; 2ix*—6xj-—lUxy par Sx—j^—lSy; 
40y +68xy +25a7y +2107^-^ 18x^j-'-56x^ par 5jr' — 
6xj-^ 8x* ; a^— 3û V+ Sà'n^— n^ par a'— Sa^n + 3fln'— »'j 
et enfin, 40a»5|i— 22a"«*^4- l'^^'^'^Sa^n^ P^^ 4aV4-5a7|t 
•— 3a n • 

61. Lor$qu$ la lettre erdonnatrice m le même exposant dans 
plusieurs des premiers termes du dividende et dans plusieurs 
des premiers du diviseur j il faut , pour trouver le quotient de la 
manière la plus simple, ordonner tous ces premiers termes par 
rappcrt à un« auh'e lettre. Ainsi on trouvera que 5ali ->*- 2a -4- 2 



C 2S y 
Mt 16 qngtîent dé î6aV — 15aV ~ ia^b + 2aV — Sa^i' 4- 
20a3* — 8fl^ + 4i6' par 2a*i5 — 3aV + 4i5. 

Effeetivement j le diTidènde- et le diviseur proposés , penyent' 
^'écrire comme û suit : ( 16&*— 16*?— 45) a^-fr (2&'— U^)a^+ 
(205»— Si) a+ 45* et (2fr— âi6«)«' + 4i5. fl faut donc, pour 
aroir le quotient^ diviser le premier terme (16i(*— • 15i&^ -— kh) t? 
4à ^vidende par le premier terme (2i^— 35') a' dm diviseur ; ce 
qoi eadge qu'im divise 16^5* — 16^5^— ^4i5 par 2^*' — 3j5^, en ordon- 
nant- par rapport à hr^ cek reviefit oonsëqnemment à ordonner par 
rapport à-i5 les premiers twmes du dividende et du diariseur pr(H 
posés, .où la lettre a a le plus haut exposante. 

D'après cela , en peut trouver le -quotient de Oa'i* — a*d* — 
t^hà--\' aJPar\>-'hibed — 12i(V par 2ah — ad^Sbcj de même- 
que celui de /m' — u- — i^M* —/•»' + 2u* + 4^M + 3/M + 2iA: 

— 3# — 3.par 6i* — v"*— /u-f u + 3: 

52. Il* est facile de véHfier, en effectuant la division, que * 
L'examen attentif de ce résultat, porte à penser qu'en g;énérar 

£n effet,, si l'on multiplie la secondé expression par a— a?, on 
retrouvera,. après les réductions faites, le dividende o"*— a;"*. D'où 
H suit que tout binoma de la firme aL^'—jJ^j,ettdi»inàle exacte^ 
snenipar a — x^ çt donne un quotiênfhomog^e du (m-— 1)^ degrS, 
ay[wnt m termes positifs. On pouvait prévoir que l'expression a"** 

— 3^ a pour facteur a — ar,,pui8qu'6llfi se. réduit à 0, aussi bien 
que a-> — a:, dès qu'on y fait x z=z a.\ 

On. démonterait d'une manière analbgpie, 1^ que tàut binôme- 
de la firme a™— x*^, m étant un nombre yair, est divisible exac- 
tement pur ai-^rXf et donne un quotient homoghne devcL termes, 
àUemativement positifs et négatifs ; 2^ que tout- binôme de là 
firme a™-{^x™^ m étant impair, est divisible exactement par 
a-f-x, etfiuraii^un quotient de. m termes, alternativement posi- 
iifs et négatifs. 

On voit dimG que a — indivise tous les- binômes a — h , a^^^lr. 
a— h , a — & , etc., tandis (pie o-f-i divise tous les binômes 
a^^b\ a*— i^ a*^r-B^ «*— 4^ «'-t«', a'— i*, o^+iB?, etc.. 



\ 



( 24 ) 

et c'est ce qu'on peut aisément Terifier, en effectuant les divisions. 

63. Le dividende étant le produit du diviseur par le quotient, 
il est clair que tous les facteurs du diviseur doivent aussi être fac-* 
teurs au dividende. De sorte que la division algébrique est impos^ 
êihle, l^pour deux m&nomesj lorsque tous les facteurs du diviseur 
ne se trouvent pas au dividende; 2° pour deux polynômes, quand 
le diviseur a des lettres non communes au dividende, ou que le 
premier terme de Vun des dividendes partiels n^est pas divisible 
par le premier terme du diviseur, ou enfin, lorsque le plus haut 
exposant de la lettre ordonnatrice, dans Vun des restes, est moin- 
dre que la différence de ses exposons dans le dernier terme du 
dividende et le dernier terme du diviseur^ 

En effet, dans ce dernier cas, si en continuant la division, on 
pouvait arriver à un reste nul ; en désignant par pa^ et qa^ les 
derniers termes respectifs du dividende et du diviseur, et observant 
que l'exposant de a dans le premier terme du reste proposé, est par 
Lypothèse moindre que m — t;^ il est clair que le dernier terme du 
quotient serait de la forme ra"* "*'"'"''*; donc le produit qra"*"** des 
derniers termes du quotient et du diviseur, ne serait pas égal an 
dernier terme pa^ du dividende ; ce qui est absurde (38). 

Par exemple, dans la division de a -{-h par o' + i5*, le troî- 
8ième reste est j ou a"" j5* — a b (46) : le plus haut expo- 
sant — 1 de a, dans ce reste étant moindre que 0, différence des 
exposans de a dans les derniers termes du dividende et du divi- 
seur, la division proposée ne se terminera pas. De même, la division 
de a'+i6* par o+i6 est impossible, puisque le troisième dividende 
partiel 5* ne contient pas la lettre a qui se trouve au diviseur. 

Remarquons cependant que la division peut quelquefois se ter^ 
miner, lorsqu'on admet au quotient des termes sous formes fraction- 
naires. C'est ainsi, par exemple, que la division de 2a^i5'+aV — 
10a'iB*+13a/6^— 6i5® par a^i6 + 2aV— 3a'iB^ donne le quoUent 

fini 2i — 1 — r* Mais aussi, dans aucun des restes, le plus 

haut exposant de a n'est moindre que la différence — • 2 de ses ex<" 
posans dans les derniers termes du dividende et du diviseur, 

54. Fractions ALGÉBRiQxnBS. Lorsque la division est impossible, 
on indique le quotient en séparant le dividende et le diviseur par 
un trait horizontal^ et le quotient ainsi indiqué, s'appeUe^\ic/^if 
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àlgêhrique ou fraction littérale. Ainsi -, qu'on ënonce a divisé 

par Bj est une fraction littérale, dont a et i5 sont les termes; a le 
numérateur et h le dénominateur, 

55. Z^e calcul des fractions littérales ou des quotiens indiqués j 
s^ophre par les mêmes règles que celui des fractions ordinaires. 
Car les lettres désig;nant des monômes ou des polynômes quelcon- 
ques^ positifs ou négatifs, on aura évidemment 

<i_^__«m a c ad^ he ad:±^he 
ï~ïik^ ï^^d~bd^^Jd~ bd * 

o ^ c ac a ^ c a d ad 
^ ^ »_ ^^ et - • __ ^^ _ ^ — ;^ • 

à d 6d 6 * d b o bc 

C'est ce qu'on démontre aisément en posant, dans ces formules 

y = a: et — = j", on azzihx et czzzdj-', car on trouvera que les 

quantités séparées par le signe =, se réduisent chacune à la même 
expression. On peut faire d^zl ou B^z l'y ce qui fournira de 
nouvelles règles. Les principes du calcul des fractions littérales 
étant ainsi démontrés, appliquons-les à quelques exemples. 

56. D'abord, pour simplifier une fraction littérale, sans en chan- 
ger la valeur, il faudra diviser ses deux termes par le produit des 
facteurs qui leur sont communs 3 et ces facteurs, quand ils seront 
monômes, se reconnaîtront aisément. Mais s'ils sont polynômes, 
il faudra, pour les obtenir, décomposer en facteurs le plus simple 
des deux termes de la fraction (39)^ et essayer de diviser P autre 
terme par chacun des facteurs trouvés. Par exemple, soit à sim- 
plifier la fraction 

'"' 3a^n — Sa^n* + 90*» — 3a^n^ + 6a*n ' 
divisant d'abord ses deux termes par le facteur commun monôme 
3a*n, il viendra a"" ^n"" + 3a +n + ^ 

se T~~ ' ' • 

a' — an-\-^a — n -|- a 

Le dénominateur est la même chose que a* — aw + 2a + a — « 
-f- 2 ; il vaut donc (a + l)(a — n-\-2). Divisant le numérateur 
par a — n + 2, le quotient sera exactement a + n-|- 1, De sorte 
que la fraction proposée se réduit à 



a +1 a-\-i 



\ 
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67. La simplification devient quelquefois plus facile, en divisant 
d'abord le numérateur par le dénominateur; tant que la division 
peut se faire ; ce qui réduit la fraction proposée en nombre Jrac- 
tionnaire algéhrique. C'est ce qu'on voit en opérant ainsi sur la 
seconde expression précédente de x. La fraction algébrique prend 
aussi une forme plus simple , lorsqu'on peut décomposer ses deux 
termes en facteurs; mais pour cela, il est quelquefois nécessaire de 
préparer le numérateur de façon que l'une de ses parties soit divi- 
sible par le dénominateur. C'est ainsi qu'on aura 

.Voici encore quelques fractions algébriques à simplifier : 

ax' — 4^ 6x* — xy — y* a«'« — W"' + a*"* 

6x3 — i8jc' + iax^ 4x»— ^* ' 4a"/i»— 4»» ' 

g^ — Sfl»z^+4z^ 

aa* — 3a3z — 4a*z« + 3aa3 .[- a,*' 

68. Quant à l'addition et à la soustraction des fractions lîtté^ 
raies; si l'on observe, dans l'exemple qui suit, que le moindre mul« 
tiple des dénominateurs, est 2j: (a-j-x) (a— x), on aura 

aa* — X» a — x 3ax -f- x* 4*** *4" loax 4-x* 
ax — X* a + x aa'— ax* ax(a-|-') 

Soit q le quotient algébrique exact de a^'^a^jpaiT a— x (52} j 

il vient ^ gjn a^A-x^ ax"* 

— — zrar et = 5^ + • 

a— X * a— X a — X 

Or, 2x^ n'est pas divisiUe exactement païf a — - J?; d'abord parée 
qu'il ne contient pas la lettre a; et ensuite, parce que le produit 
de a •— a; par un jnonome ou par un polynôme entier , ne peut 
jamais se réduire à un monôme 2x^ : donc a"*-f" a?"* n*e8i pi9 
divisible exactement par a— x. De même, lorsque m est impair j, 
a™ — X™ n^est pas divisible exactement par a + x. 

On peut s'exercer à calculer l'expression : 

à* — 3att+w* 3a' — 5aM+'*' ■ 3tf — « 

— ^— » I ^~^m^ o^^ — »i^— — ^ I ■ mJm 1 ■ » 

a' — u' a'— aott + u' a — u 

69. Enfin, voici plusieurs exemples du calcul des fractions litte^ 
raies, avec les résultats que ces exemples fournissent : 

1.1 1 1 



+ 



aa»— 4a+a^^aa'+4«+a «' + i («*— i) 



ro 
m 



( 27 ) 

* -|- *'» i_ ^'^* + 5"* 5m* — m* + 4"» 5/fi 

■ aa — * aa — i ' 8a»i3 a6* ' 

f!zJf!xf±f.-a+2x; i^^*-8«»i*='îf!^: 

a-f-x a — -ax " 5m» • 5mn ' 

«* — ^ah'\'^h'^ a — ^v ^ a'-^^h a ^ 
a'— gv» '^ a6 • a+Sv "^ âÂ~ "> 

(»-'4±r)('-^):(-'+=;S:)=^ 

Racines carrées algébriques et Radicaux du second 

degré. 

60. n reste maintenant à considérer la cinquième et la sixième 
opérations de l'algèbre, savoir VèUvaiion aux puii$ance$ et Vex^ 
traction des radnes. Mais comme on a appris, en arithmétique., 
à trouver les racines carrées et cubiques des nombres, avant de 
s'occuper des cinquième et sixième opérations numériques, il con« 
vient <l'étndier en particulier V extraction des racines carrées de$ 
quantités UttSraïeSj et le calcul des radicaux du second degré, 
dont on fait un usage fréquent dans l'analyse algébrique. 

61. Racines carrées. On sait ( ariliimétique ) que la radno 
carrée ou cubique d'une quantité algébrique, est une autre quan-* 
tité qui, élevée au carré ou au cube, reproduit exactement la 
pr^nière. Or, on obtient la racine carrée $un monôme^ en pre^ 
nant la racine carrée du coefficient et en divisant far 2 les expo^ 
sans des lettres. Ainsi on aura 

^/3»=6aV et |/gg=g'j 

car en élevant chaque résultat au carré, on retrouve le monôme 
qui l'a fourni ; ce qui prouve que ces résultats sont les véritables 
racines carrées des quantités proposées. 

62. Quant à la racine carrée d'un polynôme donné P, supposons 
ce polynôme et sa racine carrée tous les deux ordonnés par rapport 
à la même lettre. Soit u-^-vlesn premiers termes de cette racine, 
u désignant le premier 3 on aura donc 
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Par consëqnent (38) le premier terme de P, où la lettre ordon- 
natrice a le plas haut exposant^ est le produit de u par u et vaut 
u*j on aura donc le premier terme u de la racine ^ en extrayant la 
racine carrée du premier terme du polynôme P. 

Supposons qu'on ait trouTe les n premiers termes if -|- v de la 
racine carrée de P : comme P est le carré de cette racine M+»-|-;r, 
on aura 9 en considérant U'{-v comme un seul terme ^ 

V = (u + vy+2(u + v')x + x^', d'où 
V--{u + vy=z(2u + 2v + x)x. 
. On voit qu'après avoir soustrait du polynôme proposé P le carré 
des n premiers termes de sa racine, le premier terme du reste or- 
donné sera le produit de 2u par le premier terme du multiplicateur 
Xy c'est-à-dire par le ( ti + ^ ) i^® terme de la racine. On aura 
donc ce ( 71 + 1 } ième terme j'y en divisant le premier terme du 
reste P — (" + »)' par 2m, c'est-à-dire par le double du premier 
terme u de la racine cherchée. 

Ecrivant ce (n + 1 ) ième terme ^ à côté du double 2 (m + t>)r 
des n premiers , multipliant le résultat 2 ( m + » ) +^ par jr et 
soustrayant le produit 2 (w+»)^+^' hors du reste P — (m+ v)\ 
le nouveau reste sera P — (w+î?)* — 2(m + »)^ — ^*ou P — 
(u + »-{-j^)*. De sorte que ce nouveau reste est le polynôme- 
proposé moins le carré des ( n -f- 1 ) premiers termes de sa racine. 

Par cette manière d'opérer, on voit qu'après avoir calculé le 
premier terme de la racine demandée, on aura le second, puis 1& 
troisième, le quatrième, etc.j et il en résulte que pour extraire 
la racine carrée Sun polynôme^ il faut^ aprhs avoir ordonné ce 
polynôme j extraire la racine carrée de son premier terme; ce 
qui donnera le premier terme de la racine cherchée. Souitraire 
ensuite le carré de ce premier terme hors du polynôme proposé^ 
et diviser le premier terme du reste ordonné par le double du 
premier terme de la racine : le quotient en sera le second terme. 
Ecrivant ce second terme à côté du double du premier j multi- 
pliant le résultat par le même second terme, soustrayant le pro^ 
duit hors du premier reste , et réduisant les termes semblables^ 
le nouveau reste sera le polynôme proposé diminué du carré deit 
deux premiers termes de sa racine. On divisera de même le 
premier terme du second reste ordonné par le double du premier^ 
terme de la racine, pour avoir le troisihme terme, et Von cont^^ 
ntiera le même procédé dans tout le cours de ^opération. 
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D'après cette règ^e, si on a le polynôme 4ir^-{- 16x*— -24x'-f- 
^5j?^— 12:1?^, on en extraira la racine carrée en disposant l'opéra- 
tion comme il suit : 

4ar*— 12ar*+ 25ar*— 24x^+ i6x* 
— 4x^ 



— 122:^+ 25x^— 24x^+ 16x^ 
+ 12a:^— 9x^ 

+ 16a;^— 24ar^+16x* 
— 16x^+2ix^'-'î6x* 

Ô 



2a:'— 3x*+ 4ar 



4x'— 307» 
— 3x* 



— 120:^+9x1 
ix^—6x*+ix 
+ ix 



+ 16x*— 24x'+16ar\ 

^ Comme l'opération ne laisse point de reste ^ on en conclut que la 
racine demandée est exactement 2x — 3x^ + ^x. Effectivement, 
en élevant ce trinôme au carré, on retrouve le polynôme proposé. 

On peut s'exercer à extraire la racine carrée de 9a i5»+16i5'-— 
20aiB7 — 24aV— 52a'i5*+ 46a¥+ iWh\ Et il sera facile de 
vérifier la racine obtenue, au moyen du principe que voici : 

63. Le carré de tout polynôme se compose du carré- du pre^ 
mier terme ^ du double produit du premier terme par le second 
et du carré du second; du double produit des deux premiers 
termes par le troisième et du carré du troisième; du double pro- 
duit des trois premiers termes par le quatrième et du carré du 
quatrième; ainsi de suite. 

Soit a'\'B'\'e-]- ••• + A + Z un polynôme de m+ 1 termes^ 
positifs ou nég^atifs, et considérons les m premiers comme n'en 
formant qu'un seul 3 nous aurons donc, d'après la formation du 
carré d'un binôme, 

(^a + b + c-\ ^-&4.^)•=:(a + i5 + c^ {-^7 + 

2(û + i5 + c-J \-k)l+r. 

D'où l'on voit que si le principe énoncé est démontré pour un 
polynôme de m termes, il le sera aussi pour un polynôme de m-f-l 
termes. Mais le principe est vérifié pour un binôme 3 il sera dono 
vrai pour un trinôme. Etant vrai pour un polynôme de trois ter- 
mes, il le sera aussi pour un polynôme de 4, de 5, de 6, et en 
général d'un nombre quelconque de termes. 

Au moyen de ce principe^ le carré de 3a*B — 2a»i*-4- iab — * 
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71. On oBtient U quotient de deux radicaux du eecond degré, 
en divisant fune par f autre les quantités sous le eigne radical 
et en plaçant h résultat sous le même signe. C'est ainsi que 

j/ë^: j/4^= \/2â, 2W {/a^^ab'l ia \/a^^ab = 

Car en multipliant chaque quotient trouvé par le diviseur qui 
l'a fourni, on reproduit le dividende. 

72. Pour faire entrer sous un radical du second degré, le 
facteur qui le multiplie, il faut élever ce facteur au carré et 
multiplier par ce carré le nombre sous le radical. Ainsi a \/i 
= l/^b. 

Il est visible, en effet, que a[^b zzz [/a^ \/b = y^^* 
Delà, bî/l^yâb et 61/^ = 1/21. 

Cette transformation est utile, dans les applications numériques, 
pour connaître le degré d'exactitude du résultat. Car si dans x =: 
120 1/^3, on extrayait la racine carrée de 3, à moins d'un cent- 
millième près, on ne serait pas sûr d'avoir la valeur de x à moins 
d'un millième; tandis qu'en prenant xz=. 1/43200, on connaîtra 
toujours de combien on est approché de la vraie valeur de x, 

73. C'est aussi pour bien connaître le degré d'approximation, 
que l'on doit rendre rationnel le dénominateur d'une fraction algé- 
brique, lorsqu'il ne l'est pas. D'abord si ce dénominateur est mo^ 
nome, il suffit de multiplier les deux termes de la fraction par 
le radical du dénominateur; ce qui ne change pas la valeur de 
cette fraction. Par exemple, il est clair qu'on aura 

"^ — 31/3—3(1/3)»— a. 3 — B«l/«^- 

Mais si le dénominateur renferme un radical accompagné £une 
autre quantité, il faudra, pour rendre rationnel ce dénominateur, 
y changer le signe du radical et multiplier par le résultat les deux 
termes de la fraction proposée. Par exemple, le dénominateur 
étant a — J/iS, si on multiplie les deux termes de la fraction par 
(tt + \/^ j le nouveau dénominateur sera (a — \/^b ) ( a + j/'ï ) , 
ou a' — (l/^)'> ou enfin a' — i5, quantité rationnelle. 

Au moyen de cette règle, on trouve aisément que 
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74. La même règle s'applique encore aux fractions dont les 
dénominateurs ont taxe quantité, rationnelle ou non, suivie de 
deux ou trois radicaux du second degré ; pourvu que dans ce der- 
nier cas, on y change d'abord les signes de deux radicaux. De là et 
de ce qui précède (73), on pourra calculer, à moins d'un millième 
près, les deux valeurs 

^ — 1 + 1/3-1/2 ^' -^"a + i/a + i/a-i/e' 

75. Cherchons maintenant la formule pour extraire, s'il est 
possible, la racine carrée d'un binôme, dont un terme renferme un 
radical du second degré, comme »i=±= [/'w. Pour cet effet, soit posé 

l/m^]/n^\/x:±=[/jr. 
Elevant de part et d'autre au carré, on trouvera 

n est clair qu'on peut toujours disposer des arbitraires x et r, 
de manière à satisfaire aux deux condition^ 

x+jrz=im et 2\/xjr=z\/n. 
Elevant de part et d'autre au carré, puis retranchant' la valeur 
du carré de 2|/^ de celle du carré de x -f^, le reste exprimera 

évidemment la valeur de (a: +^)* — ixj- ou de (x ^)"; on 

aura donc (a?— j-)' = m* — «3 d'où x — j-rz: |/(m' «). 

Ajoutant puis retranchant cette valeur à celle de x +^j et ré- 
duisant, il viendra 

xz=zim + ^{m* — n) et jr = > — ^l/(m» — w). 
Avec ces valeurs, on trouve, pour la formule cherchée, 

Cette formule est aisée à vérifier, en élevant de part et d'autre 
au carré. La seconde expression n'est plus simple que la première, 
que dans le seul cas où m' — n est un carré parfait; la ferinule ne 
doit donc être employée que dans ce cas : dans tous les autres, la 
racine demandée est imposiUU. 

3 
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Par exemple , sî Von Tcnt trouTer la racine carriSe 3e 7=t=|/^48, 
«on aura m :;= 7 et w = 48 ; d'où m" — n = 1 , càné parfait. La 
formule (1) donnera donc |/(7=i= 1/48) = 2 =i= |/3. On aurait 
pareillement 1/(4 =t= 2(/3) = |/3c±= 1. Et l'on peut ainsi dé- 
terminer les racines carrées des bînoraes 8=±:2 1/15, 16-f-6y/7 
«t 27—101/2. • 

Pour la racine carrée de lîa* + i^c db 2a y a* -f- i^c , on a w = 
2a* 4^'5tf-et n= 4a^ + 4a'i^c ; d'où m* — fi = ô*c", carré parfaft. 
Substituant ces valeurs dans la formule (1), elle donnera 

V2à'+ bc =i= 2a|/o» + bc = rdfc a + i/a^'+bc. 
C'est ce qu'on ^pou'vait pévoir^ en observant d'abord que 

2a*+ ic = a^+( ï/a»+ bc)\ 
On trouverait de même la racine carrée de 

«54.4^»— cP=t:2|/(4oi^c'— a5(P). , 

76. Stitbdles ihagiivaires. Remarquons d'abord que toute 
racine carrée doit être précédée du double signe =i=. Car la racine 
«carrée de 16, par exemple, est un monôme qui, multiplié par -lui- 
même, reproduit 16. Or, — 4 X — 4 donne + 16 ou 16, aussi 
bien que -f- 4 X -|~ ^ 7 ^^'^ — ^ ^^ ^ racine carrée de 16 aussi 
bien que -j-4 : et c'est ce qu'on indique en écrivant [/16=î==fc:4. 

77. Maintenant, la racine carrée é^une quantité négative cet 
impossible. Car, par exemple, il .n'existe aucun monôme qui, mul- 
tiplié par lui-même, reproduise —9; donc la racine carrée de -—9 
jl'existe pas, ou est impossible. 

Les expressions (/ — 9, (/ — 1, etc., sonT; par conséquent des 
signes d'absurdité : on les appelle quantités ou symboles imaginai^ 
Tes. Et si on ne voulait pas les admettre dans le calcul, il faudrait 
toujours supposer a'^b dans les expressions contenant |/(a"— ^)î 
et l'algèbre n'aurait pas alors toute la généralité qui en fait le prin- 
cipal avantage. Ainsi on doit soumettre les imaginaires à toutes 
les règles du calcul littéral. 

78. On voit que la généralité des règles ou des formules algé- 
laïques exige le calcul des symboles imaginaires; mais &i outre 
cette généralité fournit immédiatement les principes de ce calcuL 
Par exemple, les radicaux étant réels , on démontre aisément que 

^'^^by7^—\/7^d\/7^—\/{ac—bc—^ 
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Paisqne ces formules sont g;ëiiërales, c'est'à-dire appIicaUes pour 
tontes les yalenrs namëriques des lettres qui les composent ; si on 
y fait, par exemple, a=:(f=rj|r=:0, ces formules seront encore 
exactes et donneront 

et G+rj/=:ï)(ii-.rj/:rî)=|,»+^. 

Ces résultats prouvent bien que le calcul des imaginaireê peut 
ë'effectuer d^aprh» les nUmee principee que celui des ncmbree 
ahiolut et réels. 

79. Obserrons néanmoins que la règle de la multiplication des 
radicaux du second degré (70) , présente une exception lorsque ces 
deux radicaux sont imaginaires. Cette règle, en effet', donne 

^_ a j/ITi = l/fl* = rt a (76). 

Cependant , il est clair que y — a y— a = \y^^J = — a ; 
le produit doit donc avoir seulement le signe — . Cela vient de œ 
qu'on ne donne le double signe =i= à \/a*y que quand on ignore si 
a" provient de — aX— «oude +aX+ttî mais dans l'exemple 
proposé d'abord, on sait que a* provient de •— a X -^ O9 on doit 
donc écrire l/a* = — - a. 

En général, le produit de deux radicaux imaginaires eu second 
degré est toujours réel, mais négatif, H est visible, en effet, que 

|/^l/^=l/ïx^l/ÏX=^=l/a*(— 1)'= 

80. n suit de là que si le diviseur est seul imaginaire, le quo^ 
tient le sera aussi, mais &un signe contraire au dinseur. Par 

exemple, (/Ô \ l/-— 2= — l/ — 3; car en multipliant le diviseur 
par le quotient, on reproduit le dividende. La règle du n*' 71 don- 
nerait \/Q • \/ — 2 = 1/--3; cette règle n'est donc pas appli- 
cable à ce cas, sans modification. 

D'après les principes précédons, ht règle du n<^ 73, donne 

i±k±i; = l/_l et S^4^!^=:5-2(/e. 

De même, le procédé du n<»75 fournira (/(S — 4p/— 1)=2 — 
l/— 1, puisi/(— l=i=|/— 80)=— 2=Fs|/— 5 et |/(16 + 
3O1/— 1) + 1/(16 — 30 1/—1) = 10. 

81. Enfin, considérons le produit p des quatre facteurs 
a+4|/-^l, o — 5|/— 1, c+d]/—l et c—d]/^l. 
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Si l'on multipBe entre enx les deux premiers factears et enTTf 
-eux les deux derniers, le produit p sera celui de a'-j-A* par c*-|-d^ 
^Si l'on multiplie entre eux le premier et le dernier, et, entre eux les 
deux autres facteurs, le produit jf Sera celui àe ae^id-^-^ (ad^^ 
hc)\/ — 1 par ac'\'hd'\- {ad — èe) \/ — \\f vaudra par consé- 
quent («e-4->&2]* ^ {ad — hef. Multipliant encore entre eux le 
premier et le troisième facteurs proposes, et entre eux les deux 
autres, on trouvera, pour le produit |i, [ae — W)* -j- {ad -J- Ôc)*. 
Or, le produit reste le même, dans qoelqu'ordre qu'on multiplie 
(78) \ ainsi on a ces deux égalités 

(a* + i') (c* + i») = (oc + W)' + {ad— be)% 
(a'+i») {c*+d^) = {ac—hdy+{ad+ bc)\ 

Et c'est ce qu'on peut aisém^it vérifier en effectuant les opéra- 
tions indiquées. On voit que si Ton muîHpUe Vune par Vautre 
deus êommeêj de deux carrée chacune, le produit sera de deux 
•mamkres, la somme de deux carrés. C'est ainsi que 

(4' + 2») (3*+ r) = 10*+ 10» = 14*+2*. 

Ce théorème est un exemple remarquable de l'emploi des imagi- 
naires dans la recherche des propriétés des quantités réelles, et 
jprouve que le caleul de ces symboles fournit des résultats exacts. 

n est aisé de démontrer que le produit et le quotient des deux 
imaginaires a + b [//— 1 «/ c -f- d l/'— 1, sfint eux-mêmes imo" 
gtnaires et de la forme x-f-yi/— 1, a, b, c, d, x e/ y étant des 
nombres réels. (Dans le second cas, il suffira de rendre le diviseur 
rationnel.) 

82. On peut faire voir aussi que le produit de deux expressions 
imaginaires ne peut êtpe nul, qu'autant que tun de ses facteurs 
est nul lui-même. Car le produit des deux imaginaires a-)-^!/' — 1 
reic-\- d\/ — 1 est {ac — hX) -f- {ad'\- hc) 1/— T : si ce produit 
est nul; 'comme la partie réelle ne pourra jamais détruire la partie 
imaginaire, il faudra que les nombres réels ae — bd et a(7-)- be^ 
«oient nuls séparément, ainsi que leur carrés et la somme de ceux- 
ci. Or, cette somme se réduit à (a*-|-ô*) (^'+^) > ^^^'^ W^ qu'elle 
fioit nulle , il faut que l'un de ses deux facteurs soit égal à zéro. 
Mais a et ^ sont des nombres réels, positifs ou négatifs; la condi- 
tion a* -{- 6' = exige donc qu'on aita==:0,6=:0, et par suite 
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Puissances et Racines des Monômes. 

83. On élhve un produH à la puissance mûme, en y élevant 
éhacun de ses facteurs. Akisi a et 6 étant deux nombres qaelco&« 
qoes, rationneb ou irrationneb, on aura (0^)"^= a^b^. 

£n effet 9 en a tu en arithmëtûpie, que le produit de facteur» 
rationnels ou irrationnels ne change pas de yaleur^ dans quelqu'or- 
dre qu'on multipfie. Or, la puissance m ième de oft étant un produit 
de m facteurs égaux sl abj contiendra évidemment m facteurs a, 
qu'on peut rapproeher entre eux^ et a» faeteurs b'j eUe sera donc 

Réciproquement, il sera souvent plus simple de prendre à la place- 
de tP*b^^ sa valeur (o^)"*; ce qui fournit un nouveau principe. 

84. On élève un quotietit ou une fraction à la puissance m^ 
en y élevant chacun de ses termes. Gir soit :r = - ; on aura ex =: 
a, puis («a:)"*= a"», (f^3^:=i o^ et x^= — ; d'où l'on tiie 

H) =?S- Réciproquement, ^ = (^- J - 

85» On éUve un neutre exponentiel à uns certaine puiesance^ 
en multipliant V exposant de ce nombre par celui de la puiêsancar 
proposée. C'est ainsi qu'on aura 

(4*)*=4** et {a''y'=a'^. 

En effet, la puissance vîème de a'^est un produit de v facteurs- 
égaux à a", ou un produit de v produits ayant chacun n facteurs a ; 
eUe contient donc vn facteurs a j elle est par conséquent a*'* ou a"^. 

Réciproquement, a'"' ou a*"»= (a'»)^= (a^)", valeurs plu* 
simples. 

86. l'our élever un monôme à la puissance n ûme, il faut y 
élever son coefficient numérique et multiplier par n les exposane^ 
des autres faeteiars. Cela résulte du principe précédent, et de ce 
qu'on élève un produit ou un quotient à b puissance nième, en y 
âevant chacun de ses facteurs ou chacun de ses termes. Ainsion aura 

87. Une puissance est dite paûre ou impaire^ suivant que son 
exposant est un nombre pair ou un nombre impair. Toute pui$^ 
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$aneâ Sun monôme posUif eêt positive. Car tous les facteacs de 
cette puissance peuvent être écrits sans aucun signe. Ainsi (4- a)'* 

=(«)»=«»=+«» 

Les puitsanees paires des quantités négatives sont positivesj et 
les puissances impaires sont négatives. Car 2n représentant tous 
les nombres pairs et 2n -f- 1 tous les nombres impairs^ il est clair, 
d'après ce qu'on a vu (85)^ qu'on aura 

(_ a)*«+' = (_ ay (— a) = a'" X ~ « = — «»»+'. 

' (On peut voir, en arithméti<jue, plusieurs principes importans 
sur les puissances des nombres. ) 

88. Racines. On appelle racine rûme d'un nombre, un autre 
nombre qui élevé à la puissance rième, reproduit le premier. Ainsi 
op désignant la racine rième de a, on aura 3^= a, £t comme le 
nombre a ne peut augmenter qu'autant que chacun de ses r fac- 
teurs égaux à X augmente, on voit que plus un nombre a est grand 
plus sa racine v terne x est grande; et réciproquement. 

On indique la racine rième d'un nombre a, en écrivant devant 
a le signe |/, qui s'appelle radical, et en plaçant entre les bran- 
ches de ce signe, le nombre r, qui est V ordre, le degré ou Vindico 
de- la racine à extraire. Ainsi ^a signifie racine rième de a : c'est 
aussi un radical du r°^® degré, dont r est V indice. Quand l'indice 
n'est pas écrit, il est censé 2. D'après cela, jX^? \^^y ^^y l^^j ^t^*» 
indiquent respectivement les racines première, seconde ou carrée j^ 
troisième ou cubique, quatrième, etc., de a. 

n résulte de la définition des racines rièmes,.que 

(l/a)'*=a=:l/a'"; 
ce qui fournît un principe que nous emploierons souvent. 

89. On obtient la racine r™® Sun produit, en multipliant entr0 
elles les racines i^^' des /acteurs de ce produit. C'est ainsi que 

yab = (/fl X 1/5. 

Car en élevant la seconde expression à la puissance rième, ce qui 
se fait en y élevant oliacun de ses facteurs (83)> on retrouve ab (88) j 
donc cette seconde expression est réellement la racine rième de ab. 

Réciproquement, il est souvent plus simple de remplacer la 
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secondé expression précédente par là première ^ qcd a mbaiie valeur 
numérique. Ainsi, par exemprè, on aura 
* . 4 4 

1/243 X 1/432 = J/243-432 = ï/81. 81.16=3.3.2. 

90. On obtient la racine t^^ &%m quotient ou éPune /raetùnr^ 
en prenant la racine i^^ de chacun de ici termer» Aioasi on a 




a\c=.\/al i/c. 

Car en élerant la seconde expression à la puissance f^% ce qui se* 
fait en y élevant chacun de ses termes (84), on retrouve a J c (88). 
Réciproquement, les calculs deviendront souvent plus simples, 
en remplaçant la seconde expression précédente, par la première, 
qui lui est égale numériquement. Par exemple, on a 

5 5 5 5 

1/9 : 1/288 = J/9 : 288 z=zj/l:32=i. 

91. On extrait une certaine racine d^ûne quantité exfonentièîley-. 
en dimeant fexfoeant de cette qiumtité par Vindice de la racine 
à extraire* De sorte qo^on aum 

|/'a"=a^et l/a''^ = a'»: 

Elevant, en effet, a" à la puissance i;™«, on reproduira a^^ (85) j 
donc a^ est réellement la racine v ième de a^"^ (&&)• 

92. Pour extraire la racine v™® dftm monôme, il faut prendre 
cette racine du coefficient numérique et diviser par v loi expoêonê 
dei autreê Jacteun. Cela résulte du principe précédent et de ce 
qu'on extrait la racine i^ième d'un produit ou d'un quotient, en 
prenant ]^ racine o ième de chacun de ses facteurs ou de chacun» de 
ses termes. C'est ainsi qu'on aura. 

93. Une racine est dite paire ou impaire suivant que son incHce 
est un nombre pair ou impair. Les racines impaires des quantités 
ont toujours le sigpe de ces quantitis. Car ir désignant un nombre 
impair, on a vu (87) que (=t= a)'*= dfc a" y donc 

(/=t:o'»=:=t;a. Ainsi j/*— 27 = — 3 et |^— 32= — 2. 

Jjes racines paires des quantités positives ont toujours le double 
signe =t=. En effet, n désignant un nombre pair, on sait (87) ^ue 

(=±:a)*=«*i donc |/'a»=dtai Ainsi i/81=r=fc:». 



( 40 ) 
Lei raemei pairei ébi quantités nSgaiivet êêni impoisihhê. 

Car il n'existe aucun mononie qui, élevé à une puissance paire^ 
donne un résultat négatif (87). 

Ainsi |^-« 1; 1^ — a , etc., ^ont des signes d'absurdités, nom- 
més exprûêiionê imapnaireê, et que l'on soumet à toutes les règles 
du calcul littéral, par suite de la généralité des règles oi; des foiw 
mules algébriques y et pour leur conserver cette généralité, si im- 
portante (5). 

n réaulte aussi des principes qui précédent, qae dés qu^on sait extraire 
les racines carrés et cubiques numériques, on peut trouver les racines 
quatrièmes, sixièmes, huitièmes, neuvièmes et douzièmes. C^est d^ailleura 
ce que nous avons établi en arithmétique, avec d^autres principes sur les 
racines des nombres. 

Du calcul des Radicaux. 

94. Lorsque les racines ne pgivent que s'indiquer, on soumet 
les expressions à toutes les règles du calcul littéral, et on est ainsi 
conduit au calcul des radicaux de tous les degrés, dont le but est 
le même que celui des radicaux du second, et qui s'effectue d'après 
des règles analogues. 

Pour multiplier ou diviser entre eux deux radicaux de mêm» 
indice, il suffit de multiplier ou de diviser entre elles les quanti^ 
tés qui leur sont soumises et de placer le résultat sous U radical 
commun. On sait, en effet (89 et 90), que 

95. Pour faire entrer sous un radical du rihne degré j le 
nombre qui le multiplie et qui en est le coefficient, il suffit tPéU* 
ver ce nombre à la puissance ricme et de multiplier par cette 
puissance la quantité sous le radical proposé, D est clair, effec-» 
tivement, que 

ft l/fl = {/y \/a = f7^. Ainsi on a 2l/|= |/6. 

Réciproquement, pour simplifier un radical du vième degré ^ 
s^il est possible, il faut décomposer la quantité sous le radical > 
en deux facteurs, dont Pun soit une puissance rikme parfaite^ 
puis multiplier la racine Ttkme de ce facteur par la racine rieme 
indiquée de P autre facteur, H est visible, en effet, que 

1/^52?^=: |/32a*^ a' s: 2a'[/'a\ 
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D'après cela , on «ara 

l>48:p2|^3, i>'16l/'54 = 6i/'4 et 6:1^ = 31^4. 

96. Une espresiion radicale ne change foe de valeur numè-' 
f*ique, hrequ'on multiplie ou qi^on diviêe par un même nemhre, 
Vindice du radical et les espoione. de la quantité qui lui ai êoUf^ 
mise* En effet , il est clair qu'on a successivement 

Ainsi, i/2'*=z|/2* = 2'=:4, et l/'SV^zrl/ZV. 

Ce principe conduit à réduire plusieurs radicaux au même indice, 
et à effectuer, par conséquent, la multiplication et la division de 
plusieurs radicaux qui auraient d'abord des indices différens, comme 

l/§5 et |>'Î2?. 

Le même principe fournit aussi un moyen de simplifier, s'il est 
possible, une expression radicale, «n divisant f indice et les expo- 
sons par un même nombre. On a déjà tu un premier moyen (95); 
et voici un exemple de cette douUe simplification : 

97. Deux radicaux de même indice sont semblables, lorsque la 
quantité sous le radical est la même, dans l'un et dans l'autre. 
Quelquefois deux radicaux ne paraissent pas semblables , mais le 
deviennent en les simplifiant. Tels sont d|/^32 et — 4|^4, qui 
se réduisent respectivement à 6)^2 et — 4 [^2. 

L'addition et la soustraction des radicaux ne peuvent se faire 
que quand ils sont semblables ; et alors on ajoute ou ton sçustraii 
entre eus les eoefficiens, puis Von multiplie le résultat par la 
quantHé radicale commune» Ainsi, pour soustraire le radical -*• 
Aa]y2x de la somme des radicaux 2a\y2x et — 3b\/2xj on 
écrira (2a — 3i + 4a) \y2x ou ( 6a — 3i) |/2:p. On aurait de 
même 13 p^l6 — 2 1^256 = 9 1^2. 

98. Pour élever une expression radicale à une certaine. puiê^ 
sancoj il faut multiplier les exposons de la quantité sous le nor 
dical par celui de la puissance; ou bien, s* il est possible j diviser 
f indice du radical p€tr b même exposant. On a, en efifet, 

1« {^\/a''Jz:za\ (i/a«)^ = a"^ et (|/a«)^ = i/a'»»'; 

2o (i/a«y^=:a'» ot ([/a«)^=i/a'». Ainsi 
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(l^4)*=i/4 = 2 et (|/2u/50)*=z=I00i/2. 

99. Pour extraire une eertame raeine éTuné espreuion radB- 
taie, il faut multiplier Pindiee du radical par eelm de la raein& 
à extraire; ou bien, sHl est possible j diviser par cet indice lea- 
txpoêttne des facteurs sous le radical proposé. Ainsi on aura 

|/'(|>3)=:l/â et i/'(|^16a») = |>^'; 
Car en élevant le premier résultat an cnbe et le second à la puîs-^ 
sance 4»«, on retrouve [/S et ]/lQ(i? (^8)* 
D'après cette règle, il est visible qu'on aura 

.f^81i^l6=3i>2, i/(8|/64i78)=4|^8, ]/Ça^a):=z^à*, 

^rï^ = C^ et i>(81i/32)Xl/(9i>16) = 3i/2. 

100. Le calcul des radicaux conduit souvent à rendre rationnel le 
dénominateur d'une fraction algébrique, lorsque ce dénominateur 
renferme un radical. £n effet, soit x ce radical et a=i=:r le déno- 
ininateur proposé; 1<* si l'indice r du radical est pair, on multipliepa 
les deux termes de la fraction par le quotient eBPeetué de a'^ — 3^ 
et a=i= x ; 2<' si l'indice r est impair, suivant que le dénominateur 
sera a-\-x ou a — a:, il faudra multiplier les deux termes par le 
•quotient eBPectué des deux binômes a''-)- a/'et a-\-XjOU des deux 
binômes cf — a^ et a — x. C'est amsi qu'on aura 

25:(3 — i^^)=9 + 3i^ + |^'4j 

26 : (2 + 1/3) = 2(8— 4^/3+21/3 — i>2T> 

101. RADiCArx iiuGiK AIRES, Le calcul des radicaux imaginai- 
res se lait bien d'après les mêmes règles générales que celui des 
radicaux rêele; mais il présente des exceptions ^ que nous allons 
faire connaître. 

D'abord pour la multiplication, ïo produit dé deux radicaux 
imaginaires, de même indice, oit imaginaire ou réel et négatif, 
suivant gue cet indice est divisible par 4 ou seulement par 2., Os 
a effectivement 

^n -** «It^ ■ ■ , S'IL— ' "y-— ^ 

l/CT^ X l/— * = !/«*(— 1 )*= l/«* l/^- 

Ce résultat démontre le prîncipey en observant que si n est pair ou 
impair, 2n sera divisible par 4 ou seulement par 2. La règle du 
Tï9 94^ aurait donné un produit réeh 
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102. Quant à la division des radicaux de mtaie indice, il n'y a 
d'exception que pour le cas o& le dlTisenr e«t ima^naire. Alors le 
quotient est toujonrg imaginaire ;- mais il doit avoir nn signe con- 
traire i celai qne donnerait la règle ordinaire (94); afin qu'en mul- 
tipliant le divisenr par ce qaotient, on reproduise le dividendcj ce 
qui n'aurait pas lieu autrement (101). Ainsi on doit écrire 

[/6:i^— 3 = — i^— 2. 
Opà'ant comme plus haut (100), on trouvera 
2 : (û^^ — ù<=^ = (1 + |î^3 + 1/3 + 1/Î7) ikn. 

103. Le principe snivant lequel on peut mnlliplier on diviser par 
un même nombre, l'indice du radical et les eiposans de la quantité 
qui lui est soumise, reçoit aussi des exceptions lorsque les radicaux 
sont imaginaires. Ce principe, en effet, donnerait !/( — a) =r 
[/(—a) =1/0 , quantité r^llej tandis qu'on doit écrire l/(-tt) 
^l/(^o)*( — (t)= — al/ — a. Et c'est aussi ce que donnerait 
[/( — a) , en y remplaçant ( — o) par ( — af(^ — a")' et en obser- 
vant que j/'( — o)' = \y — a. En général , on hitera toute ab$ur- 
dili dant le* eaîeuÎM, li ton met en évidence la guimtUi négative 
gy^on devra élever aux puitsancet. Ainsi on aura 

- autrement, on aurait trouvé le résultat absurde \/'a . 

Bien que ce résultat soit un ntaubre réel, néanmoins il renferme 
implicitement l'expression proposée, qui est imaginaire. Ceh vient 
de ce que toute racine quatr&me a loujauri quatre valeur»; c'est- 
à-dire qu'il y a toujours quatre expressions algébriques, réelles ou' 
imaginaires, qui élevées chacune à la puissance quatrième, repro- 
duisait le nombre proposé. Pour le faire voir, dans l'exemple qui 
nous occupe, désignons par x l'une quelconque des valeurs de 
l/a , et soit c la valeur numérique de ^a ; on aura donc k la foia 

^=o'etc*=o';d'où:c*=Aar*— c* = Oet(x'— c')C^ 
+ c')=: 0. Or, nous verrons bientôt qu'un produit est nul, dés 
que l'un de ses. facteurs est égal à zéro (106)j on doit donc avdir 
*■' — o*=0 et ^■*-t-c'=0; d'où il est visible que a:'=;e*et 
3:*=— o", pui» x==l=c et x==t=cl/' — 1 (76); ce qoi douiie, 
en remettant l'euprcssion que c désire, 

x = =fc|/a' et x = =i= l/a* 1/ — 1. 
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Elevant, en eflfety cbaeane de ses valéars & la pnnsanee i^y on 
reproduit a : la troisième valeur est précisément eeUe que noua 

avons trouvée pour \^a \/ — a. 

On verrait de même que la raem» cudtqtte é^un nombre a toit- 
Jours trois valeurs» Nous reviendrons d^aiHeurs sur ce sujet. 

104. Toutes les puissances paires dè^ \^ — 1 se- réduisent à \ 
ou — l,et toutes Us puissances impaires à l/*— 1 ou — 1/ — 1. 



D'abord il est ckir que tous les nombres pairs peuvent être repré- 
sentés par 4n ou 4n -f- 2 , et tons le& nombres knpaif s par 4» -^ 1 
ou 4n -{- 3. Observant donc que 

(t/=ï)*=Kl/=î)T=[-ir=:î> 

on en conclura que 

(i/c:ï)<'«=I:(i/=Î)*]»=i, 
(i/ciï)«»+»=(i/c:ï)4»(i/<rï)»=:-i^ 

Ce principe et ceux du n* 87^ sont «tBies pour fSdre découvrir 
de nouvelles relations numériques^ 

105. IdCS racines imagmaires^ de tous tes degrés, sont réduc- 
tibles à celles du second; c^est-à^dire que toute racms paire dm 

-»— 1 est de la forme st^h t/^^j. a «/ b étant des nombres réels. 
En eiFet^ on a vu (75) que 

Prenant m=Oettt= — l^il viendra 

De la, en extrayant la racine carrée de part et d'autre, et posant^ 
dans ta formule (1), « = J/*! et »= — |, on trouvera 

l^^=iï/|/2+|/3+4ï/i/3-|/2l/=î, , 

valeurs de la ferme a*{- 5-I/ — i^ aetb étant réels. 

En général, si la raeine 2* de — 1 est de la forme m -f- r 1/* — f 
« et o étant réeîs ; en prenant Ja racine carrée de part et d'autre^ 
et posant, dans la formule (1)^ m=:u et a=:— »', on verra qur 
k racine 2'*'*'* de •— l^se réduit k 



D'où il est YÎsible que toute racine de — 1 , d'un degré égal à une 

puissance entière de 2^ est de la forme a 4- 5 \/ — 1 ^ a et 5 étant 
4les nombres réels* 

, D'après cela 9 comme un nombre pair quelconque r est nécessai- 
rement de la forme V^^à^ A étant impair, il est clair que la racine 
y* de — 1, qui est égale à la racine 2" de la racine <fr de — 1 (99), 
se réduit à la racine 2^* de ^— 1 (93), et prend conséquemment la 
Ibrme a ^ 51/^ 1 ; oe qu'il fallait démontrer. 

106: Enfin, puisque les imaginaires de tous les degrés sont ré-* 
«Luctibles à celles du second, et puisque le produit de deux imagi- 
naires du second degré est lui-même imaginaire et ne peut être nul 
qu'autant que ses deux parties, l'une réelle et l'autre imaginaire , 
sont nulles séparânent; il résulte de ce qu'on a vu plus haut (82), 
que "U proiuU de plutieurê imaginaires de degrèt queleonquesj 
$19 pezU éire nul que quand Tun de eeêfaeteure eêt zéro. , 

107. Lesalgébristes n'opérèrent d'abord qu'avec beaucoup de cir^ 
conspection, sur les quantités négatives et imaginaires. Néanmoins^ 
l'exactitude des résultats qu'ils obtinrent par le calcul de ces quan- 
tités , et auxquels ils pouvaient parvenir avec des moyens plus 
rigoureux, mais souvent plus longs, leur prouva qu'on peut, avec 
avantage et sans aucun inconvénient, traiter les expressions néga- 
tives et imaginaires, comme de véritables nombres. C'est d'aiUeurs 
one conséquence nécessaire de la généralité que l'on est convenu 
d'attribuer aux règles et aux formules algébriques : non-seulement 
cette généralité entraine au calcul des quantités négatives et imagi- 
naires, et ne peut exister dans toutes les circonstances, qu'à l'aide 
de ce calcul (77 et 93)^ mais de plus, elle en fournit immédiate- 
ment les règles et les principes (78 et 93). 

Réciproquement, en faisant usage du calcul des expressions^ né- 
gatives et imaginaires, les règles et les formules seront applicables, 
quelles que soient les valeurs positives, ou négatives, ou imaginai- 
res, des lettres qui les composent, et seront absolument générales. 
On pourra donc souvent, à l'aide de cette propriété importante^ 
déduire de ces formules, des conséquences quelquefois très-remar- 
quables, auxquelles, sans Cette généralité,. on ne serait peut-être 
pas arrivé. Et c'est ainsi que les ai^lystes ont fait Içs découvertes 
les plus importantes en mathématiques. 
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Du calcul des Exposans quelconques. 



108. Exposans FRACTIONNAIRES. Decec[uea^ = a?'5 = i/'a*, 

on est conduit à écrire, en général, «'*•'■= [/a\ Cette formule 
ne peut se démontrer que quand n est divisible par r; parce qu'au- ^ 
trement, on ignore encore ce que signifie l'e:(posant fractionnaire 
nlr. Mais la formule proposée devant être générale , il faudra 
l'appliquer pour toutes les valeurs des nombres entiers n et r^ et 
écrire en conséquence ^ n 

De ces deux manières d'indiquer la racine rième de a^^ la seconde 
est très-importante^ car, outre qu'elle est plus simple que l'autre^ 

elle nous apprend que Vexpoêant fractionnaire - de slj indique la 

racine rihne de a^. Et nous admettrions toujours cette définition ^ 
d'abord parce qu'elle applique à un plus grand nombre d'objets un 
principe de calcul (01), ce qui est avantageux^ ensuite, parce que 
l'exposant fractionnaire n'ayant par lui-même, aucun sens déter- 
miné,, on est libre de lui donner la signification précédente, qui 
n'a rien de contraire aux principes admis ; enfin, parce que les ex- 
posans pouvant alors être considérés comme des nombres quelcon- 
ques, il en résulte les logarUhmeê et une foule de conséquences, 
propres à simplifier et à faciliter les calculs numériques. 

5 n 

L'expression a s'énonce a puiseance -, bien que l'exposant 

fractionnaire ne puisse indiquer un nombre dé facteurs^ ni conse- 
quemment une puissance, que par extension de la définition des 
exposans (8). Or, par exemple, quand l'exposant de a est 2 tiers , 
dire que a est 2 tiere de fois facteur, c'est dire que dans la puis-* 
sance 3^ de la première expression, a est 3 fois 2 tiers de fois fac- 
teur ou 2 fois facteur; on a donc \a^) =a'j d'où aï= ]/^a% 
comme plus haut. 

109. On peut multiplier ou diviser par un même nombre, les 
deux termes d^un exposant fractionnaire, sans changer la valeur 
numSrique de P expression proposée. En efièt, on a 

(<^J=(l/a«J=a''; d'où (a^)'^=fl«^ et J^=(^. 

110. n résulte de ce principe^ qu'on peut réduire plusieurs 
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Tzpomu fractioujuires an même dénominatear, on les ùmplifler, 
MHS changer les valeurs nnmériqaeg des expressioiu ancqaellea ce* 
-cxposans appartiennent; car cela revient k multiplier on à diriaer 
les denx termes de chaque exposant par on même oombre. 

De ploa, bienqoe la «aleoc arifbn^f»;H« reste tonjonrs la mtme, 
il est facJe de voir qae les valeurs alyibriqu$t sont en plos grand 
on en pbs petit nombre, snivant qa'il y a multiplication on divi- 
sion des dens termes de l'exposant. Par exemple, en valeur aritb- 
inétiqne,«n«bien4> = 41; mais 4>= |/'4==^ 2, tandis qa« 
4ï^|/16==fcl/=fc4;cequi fommit les quatre valeurs ^: 2 

On aj^lle vaîmn aritltmêKquti, les nombres entiers, fraction- 
naires «t itrationnds , et vaUurt aîgibriqtuij les expressions néga- 
tives, îm^naires, infinies et indë terminées (comme ;}. Hons ne 
considérerons ici qae les valeora arithmétiques. 

111, La calcul de» espaiiaii fracUmnaire» et fait £»fii» Ui 
même* rhgUi giniraU», que celui de» espomn» «ntien. 

C'est ainsi, par exemple, qu'on aura 

En ^et, l" d'après ce qui précède, il est visible que 
.»X .»= ,^X aM= [?•«"" P-^'-zz: i>."'+™ = ^+8; 

Les denx règles précédentes doivent encore s'appliquer lorsque 
les eiposans sont irrationnels } puisque les calcak ne portent , aa 
lbnd,queiar les valeurs rationnelles, aussi approchées qu'on veut 
de ces exposans. On en tire aussi tontes les autres régies du calcul 
des exposans fractionnaires «t irrationnels posîtiis. 

112. ËxposAHB kÉcatifs. Soit n un nomlnv entier ou (raction- 
naire quelconqne , et cherchons ce que signifie l'expression o"", 
qu'on énonce a puiHoni:* vwùt$ n. D'abord, si w>n, on aura 

oP-''y^a"=ia*i d'où à^-'* = a^ '.a'. 
Ces formules devant (tre générales ; si on y pose «= 0, la première, 
à canae de «° = 1, deviendra ((""X""^') d'où l'on tire 
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Ces AevLX formules montrent comment toute fraction algébrique 
peut être mise sou^ la forme d'un nombre entier , ce qui est plus 
simple; et Ist première nous apprend que feaposant négatif-^ n 
de a indique la division de f unité parz^. Cette définition coïncide 
avec celle que nous avons déjà trouvée pour l'exposant n^tif en- 
tier (46); et nous l'adopterons désormais, parce qu'elle généralise 
ks principes du c^cul, but essentiel de l'algèbre, et que nous 
sommes bien libres de donner, à l'exposant négatif, la signification 
précédente, qui n'a rien de contraire aux principes établis. 

113. J> calcul deê expoeans négoHfê te fait auêsi ^aprhe lee 
mêmes rhgles algébriques, que celui des exposons positifs. Ainsi 
netv désignant des nombres quelconques, on aura 



a-» X a'' = «""+'' 
a'» X «"^ = «''""^ 






En effet, d'après ce qui précède, il est clair qu'on a 

a-» X «- = Pi X «- = 5 = «"-" = •-"*"; 

et ainsi des autres formules, à démontrer d'une manière analogue. 

Enfin , n et V étant deux nombres quelconques, positifs on néga- 
tifs, il est facile de vérifier qu'on aura toujours 

114. Remarquons d'ailleurs que les f^gles du calcul des expo^ 
sans doioent encore s'appliquer, lorsque ces exposons sont irro' 
tionnels ou imaginaires. Car ne pouvant obtenir que par appro^ 
xîmation la valeur numérique d'un exposant irrationnel , ce sera 
toujours sur cette valeur rationnelle approchée que porteront les 
opérations à exécuter sur l'exposant irrationnel proposé. Et quant 
aux exposans imaginaires, la généralité de l'algèbre exige qu'on 
opère sur eux conmie sur les exposans réels. 

n résulte du oalcul des exposans et de la de'composition en facteurs 
premiers, que si Ton multiplie la puissance •— 3 quarts de 1396 par la 
puissance 3 demies de 9, et qu^on premie la radoe —^6 cinquièmes do 
produit f ^syé à la puissance -— a, on aura ^• 

llô« C'est sur le calcul des exposans qu'est fondée la théorie des loga^ 
rithmes^ si propre à simplifier les multiplications et les divisions nnmé- 
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riqncA, et niTtoni la Ain&M» inx paissances et les extraetioiu de ncbiea 
dô- nomlH'es. Suu le secours des logariliimes, ces deux deniières opén" 
lions deviendraienl fréquemment impraticables pur leur longueur; et il en 
serait de même, à plus forte TRison, de^ leptième opération de l'algèbre, 
saToir la détermination det exposani inconnus , que la réiolution det 
équatiom exponentieiies, nous apprendra a efiectner, dam la suite. On 
ne Murait donc se rendre trop femilier Tusage des logaritLines ; et ce 
que nous avon» dit à ce sojet, dans la dernière édition de notre Arilh- 
méùque, noua dispense de reproduire ici cette partie importante de la 
science dea oonibres , dont nous avons présente ta théorie complète et les 
applications les plus remarquables, dans Touvrage cité. 

Nous terminerons le calcul littéral par la méthode du pliu grand 
commun divistiir algéiri^ue, bien que les applications de cette méthode 
donnent lien k des calcuk compliqués, el qu'on puisse le plus souvent, 
remplacer la détermination du pltu grand commua difisenr, par de* 
procéda beaucoup plus simples* 

Du plus grand commun diviseur algébrique. 

116. Dans tout ce gai va Bnivre nous ne considérerons qne des 
polynôme* entier* et ratiomuît, c'est-à-dire des polynômes dans 
lesqaeb i) li'y a ni divisions ni racines indiquées. Ces polynômes 
ne contieiidroiit par conséquent que des coellicienB entiers, et des 
eiposans entiers positiis. 

Lorsqa'en divisant un polynôme par na autre, le quotient est 
entier, le premier polynôme est dtritible par le second, et le second 
ilû)û# le premier : îl estjàeleur ou diviteur de ce premier. 

Un polynôme est premier, -lorsqu'il n'est divisible que par lui- 
même et pr l'unité, comme a. — 26, 2a 4- 3i — e, elc. A pro- 
prement parler, il n'y a que les polynômes du premier degré qui 
puissent être r^ardés comme premier»; car tous les antres sont 
dccomposables en facteurs. Far exemple, a* — 2ah- — i*=: {a^ 
» — il/2)(a — J-f *l/2), o'+A'^(o.f ftt/:rî)(«_ 

b y—l), etc. Mais comme nous ne vuiiluiis considf'rpi' ici que des 
facteurs rationneU et entière. Il est cliiir i]uc nous aurons des poly- 
nômes premier* de degrés quelconijuca. 

Deux polynômes iorApremiere entre eus, lorsqu'ils n'ont d'autres 
diviseurs communs que l'unité, comme a' — 6' et x* — 2a:r -|- a'. 

117. Le plut grand commun dioiiear de deux polynômes , est 
le produit de tous les facteurs premiers communs à ces deux poly- 

4 
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nomes. D'où il suit, l<^que H fon divisé deux folynomeê par Uur 
p>g.e, d. (plus grand comman diyiseur) , leê deux quoHenê seront 
premiers entre eus, Gur s'ils ayaient an facteur commun , ce fac- 
teur serait aussi commun aux deux polynômes proposés 3 et le p. g. 
c. d. de ces polyn(Mnes ne serait pas le produit de tous leurs facteurs 
premiers communs \ ce qui est contre la définition. 

n s'ensuit 2^ que deux polynùmes ne peuvent avoir q^un seul 
p. g, e, d. Car les facteurs jH^miers^ communs à ces deux polynô- 
mes, ne donnent jamais qu'un seul produit; puisque ces facteurs 
ne sont au fopd que des nombres, positifs ou négatifs (32^. En 
général, il est clair que le produit de tant de facteurs polynômes 
•qvfon voudra, reste toujours le même, dans quelque ordre qiion 
mtultipîie. 

La reclierclie du p. g. c. d. de deux monômes n'a besoin d'aucune: 
règle ; et quant à celle du p. g. c. d. de deux polyn(»neS; elle dépend 
de plusieurs principes, que nous allons établir, et qui s'appliquent 
éyidemment À des monômes, et par suite à des nombres. 

1 18. Lorsque deux polynômes entiers sont multiplUs ou divisés 
par un mémo troisième N^ leurp» y. e, d, D est aussi multiplié 
ou divisé par ce troisùme. En effet, multiplier ou diviser les deux 
polynômes proposés par N, c'est y introduire ou y supprimer le 
facteur commun N; c'est donc introduire ou supprimer le facteur N 
dans le produit des facteurs communs à ces pcdynomes, c'est^-dire 
dans leur p. g. c. d. Dj c'est par conséquent multiplier ou dÎTiser 
ce p. g. ç. d. par N. 

D^ailleurs, en divisant les deux polynômes proposés par leur p. g. c. d. 
D, les quotiens Â et B seront entiers et premiers entre eux (117, 1**); et 
ces polynômes vaudront r^pectivement AD et PD. Si donc les deux 
produits ADN et BDN, divisibles par DN, pouvaient avoir DNx pour 
p. g.€. d.; en divisant ces deux produits par DNx, les divisions se feraient 
exactement, et les deux quotiens indiqua seraient ADN l DNx el BDN 
* DNx, ou bien , en simplifiant (ô6] , A ; x et B ; x. Ainsi x devrait divi- 
ser Â et B ; chose absurde, si x n^est pas Punité, puisque A et B sont 
premiers entre eux : donc DN est le p. g. c. d. des deux produits ADN 
et BDN. Ce qui démontre le principe énoncé, au moyen duquel on peut 
souvent simplifier la recherche du p. g. c. d. algébrique. 

: 119. Si un polynôme entier N divise le produit AB de deux 
polynômes entiers A et B^ et quUl soit premier avec fun A des 
/acteurs de ce produit, il divisera nécessairement t autre facteur 
B. Car les polynômes A et N étant premiers entre eux, leur p. g.. 
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c. d. est 1 ; donc le p: g. c. d. des deux produits ÂB et BN est 1 X 
B ou B (118). Or, N est facteur de AB, puisqu'il divise AB, par 
hypothèse; donc N est faeteur commun aux deux produits AB et 
BN ; N est donc aussi facteur du p. g. c d. B de ces deJûL produits : 
donc N divise B. 

120. Si un polynôme entier N eif premier avec ehadun âeifae- 
leurs ^un produit ABCDE de plusieurs polynômes entiers, il ne 
divisera Jamaie ce produit En effet, si N pouvait diviser le produit 
ABGDË, étant premier avec le facteur E, il devrait diviser l'autre 
facteur ABGD (119). Mais alors, puisque N est premier atec le 
facteur D, N dîviseFait aussi l'autre facteur ABC (119); et par là 
même raison, N diviserait AB, puis A ; ce qui est absurde, puisque 
N est premier avec A : donc N ne divisera pas le produit ABGDË. 

12rl. Le produit P de plusieurs polynômes entiers, ne peut 
avoir Vautres facteurs premiers que ceux de ces polynômes ; en 
d'autres termes, tout produit algébrique entier V, ne peut résulter 
^fue Sun seul sysûme de facteurs premiers. Soient, en effet, A^ 
B,C,D,E,F,G, des polynômes premiers; râ l'on pouvait av(»r 
P= ABC et P=iD£F6, on aurait aussi ABC=D£FG; et 6, pre* 
mier avec les facteurs du produit ABC, diviserait ce produit; chose 
absurde (120). 

122. Le p. g, c, d. "Dde deux polynômes entiers A et B, n^est 
pas changé, lorsqu'on introduit ou qu'on supprime dans Vun k, 
un facteur entier Y, qui soit premier avec f autre B. Car le pro- 
duit AF ne peut résulter que d'un seul système de facteurs premiers 
(121) ; ce produit ne peut donc avoir aucun facteur premier qui ne 
serait ni dans A, ni dans F. Ainsi, «près l'introduction ou, la sup- 
pression du facteur F, premier avec B, les facteurs premiers com<^ 
muns aux deux polynômes proposés, ne seront ni augmentés ni 
diminués, et seront toujours les mêmes; leur produit, c'est-à-dire 
le p. g. c. d. D, n'aura donc pas changé. 

123. LtC p, g. c. d^V de deux polynômes entiers A et B, est 
toujours celui du plus petit B et du reste R de leur division. Soit 
Q le quotient entier de cette division; on aura donc A= BQ -j- R. 
Or, puisque D" divise A et B, et conséquemmcnt BQ, D divise aussi 
la différence A — BQ ou R ; D est donc Commun diviseur de B et 

, de R : il est le plus grand ; car si Dix pouvait diviser R et B, et par 
suite BQ, Dx diviserait la somme BQ -f- R ou A ; Dar serait donc 
diviseur commun de A et B; ce qui est impossible, puisque D est 



< 62 ) 

^e p. g. c. d. de A et B. Donc D «st austi le p. g. e. d. de B et R* 
124. n rësulte de ce principe, que la recherche iu p, g, e. d. 
'de deux polynomeê entiers, doU f opérer â^apr^t la même r^gU 
^que pour îeê nombree. Mais comme le principe suppose (pie tous 
les quotiens obtenus soient entiers | ce qui souvent n'a pas lieu^ 
lorsqu'on opère sur des polynômes , il faut, pour trouyer le p. g. 
c, d. algébrique, d'après la même règle que pour les nombres, faire 
en sorte que tous les quotiens soient entiers ; il faut par conséquent 
mettre en pratique les deux préceptes que voici : 

1^ Rendre la division possible , en mulUpUant totU le dividende 
par un facteur premier avec le diviseur, mais tel que le premier 
terme du produit soit divisible par le premier du diviseur; 

Tp Supprimer le facteur commun à tous Us termes de Vun des 
polynômes, hrsquHl ne Vest pas à tous les termes de Vautre, et 
jqu'il fi a pas de facteur commun avec eux. 

Par ces deux préceptes, on introduit ou l'on supprime, dans l'nii 
des polynômes, un facteur premier avec l'autre ^ donc le p. g. c. d. 
•de ces polynômes n'est pas altéré (122). 

Par exemple, cherchons le p. g. c. d. des deux polynômes 

10a*— 19aV + 6A 
8a^ — 10a*e — 12ac^ + 16c\ 

Ayant de diviser le prenner<de ces polynômes par le second, il 
tant rendre la division partielle possible, en multipliant tout b 
dividende par 4; et le produit sera 

40a* — 76aV + 24c* 

^ Par cette multiplication, le p. g. c. d. cherché n^est pas changé, 
puisque 4 n'est pas facteur du diviseur et n'a point de facteur 
commun avec lui. Le |n*emier quotient partiel sera 6a, et le-veste, 
60a\ — 16aV — 75ac^ + 24cl 

Comme le p. g. c. d. des deux polynômes proposés est toujours 
«elui du plus petit et du reste (123) , ce p. g. c. d. ne changera 
pas, si on divise le reste par c et si on le multiplie par 4 ; car c et 4 
ne sont jpas facteurs du diviseur. De cette manière, le nouveau divi- 
dende partiel sera 200a^— 64a'c— 300ac'-l-06c^ Donc le second 
reste deviendra 166a*e —279c'. 

Pour simplifier l'opération, on supprime 03c, facteur dû second 
reste, sans l'être du diviseur, et il vient 2fl* — 3c". Cette suppression 
œ change pas le p. g. c. d., lequel est par conséquent celui du 
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divisenret dn second reste simplifie 2a* -^ 3c\ On anra donc ce 
p. gk c. à, y en déterminant celui des deux polynômes 

8a* — lOa'c — 12ac* + 16c' et 2»* — 3e\ 

Or, ce dernier p. q, c. d. est 2a* — 3c* pnisqne 2a*— 3c* divise 
l'autre quantité ; donc aussi 2a* — 3c* est le p. g. c. d. demandé. 

125. La redierche que l'on yient d'expliquer fournit deux r&* 
marques très-importantes : 

1° Pour avoir des quotiëns entiers dans la première division | on 
a multiplie le dividende et le premier reste chacun par 4 : on aurait 
eu les mêmes résultats, si l'on avait d'abord multiplié le dividende 
par le carré de 4 , ou par 16; et la marche aurait été plus directe. 
Désormais nous multiplierons le dividende propose par le facteur 
propre à rendre la première division partieïïe possible, élevé à une 
puiissance marquée par le nombre de divisions partielles à effectuer^ 
avant d'arriver au resté de là division proposée; 

2^ Si l'on avait oublié* dé supprimer le facteur 93c, commun 
aux deux termes du second reste 186a*c — - 270c 3 en continuant 
la recherche, on serait parvenu k un reste ne contenant plus que 
la première puissance db a, et qui aurait été pris pour di^ser 
186a*c — 279c : ce diviseur et tous lès suivans n'auraient donc 
pas conduit au véritable p. g. c. d. , puisque celui-ci est en a*. 
D'ailleurs le reste 186a*c— 279c serait devenu diviseur dans une 
nouvelle division ; et alors pour rendre la première division partielle 
possible, il aurait fallu multiplier le dividende par 93c, facteur 
dans tous les termes du diviseur; donc le p.g.c. d. aurait été changé.. 
Cette remarque prouve qu'il faut absolument faire usage du second 
précepte (124) ; ce qui peut conduire- à chercher le p. g. c. d. entre 
plus de deux quantités. 

126. On trouverait pTus simplement lé p. g. c. d. algébrique, 
par la décomposition en facteurs , quand ellcest possible seulement 
pour l'on des deux polpiomes. Bans l'exemple que nous venon» 
de traiter, le premier et le troisième terme du second polynôme, 
reviennent à 4a X 2a* et — 5c X 2a*, et les deux autres à 4a X 
-r- 3c* et — 6c X — 3c* ; ce qui réduit ce polynôme à (4a — 6c) 
(2a* — 3c*). n est clair que le premier polynôme n'est pas divisible 
par 4a ^ — 5c; mais il l'est par 2a* — 3c*, et donne le quotient 
exact 5a* -^ 2c*,~ évidemment premier avec 4a— 5c :- donc 2a* — * 
3c* est le p. g. c. d. cherché- (117), comme par l'autre méthode. 
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A Paide de Vxm on fantre procédé, on trouvera ^-^j* et a*— • 
2c*y pour les p. g. c. d. respectifs des deux couples de polynômes : 

3x' — ixy + xy —/y 3a*— 8a"c* + ie\ 
koc'x — 5x^* +y ; 2a^ + a'c — 4ac* — 2c^ 

127. Lorsque l'exposant de la lettre principale est le même dans 
les deux ou trois premiers termes du diviseur , il faut^ pour que le 
plus haut exposant de cette lettre diminue dans chaque reste, réunir 
en un seul, tous les multiplicateurs de la plus haute puissance de 
cette lettre dans le diviseur; essayer ensuite, avant de fendre la 
division possible, si le nouveau multiplicateur ne serait pas facteur 
de tous les autres termes du diviseur. 

Si on négligeait d'opérer la réunion qu'on vient de prescrire^ le 
produit du diviseur par le premier quotient partiel, renfermerait 
plusieurs termes où l'exposant de la lettre principale serait le même 
que dans le premier terme du dividende; un seul de ces termes, 
détruirait le premier du dividende \ et par conséquent le plus haut 
exposant de la lettre serait encore le même dans le reste que dans 
le dividende proposé. 

A« moyen de l'observation que l'on vient d'énoncer, on trouve 
c — 2a et %x^ -|~ ^y P^^^ ^^^ P- g* ^* ^* respectifs des deu;iL couples 
de polynômes 

20a*— lOa'c— .12a'c + &uî* et Ca' — Sa'c-f lOoc'— 5cV 
ex^^+Q^V— lO^y — 15;r* et 8:ir— 6xy+12a:^— 9^. 

Mais ces deux p. g. c. d. se trouveraient aussi par la décomposi- 
tion en facteurs (126). 

128. Lorsqt^un polynôme a un dùnêeur indSpendani de la 
leitre principale, ce diviseur divise exactement chacun de$ coeffr 
ciens des puissances successives de cette lettre. 

En efiel, soit a-|-5a: + <?j?*+<£r +.etc. un polynôme ordonné 
par rapport à x^ et supposons que ce polynôme soit divisible par 
une quantité v indépendante de x; le quotient sera nécessairement 

de la forme o' -j" ^^ + ^^^ + ^^^ + ®^' (*) ? c'est-à-dire aura 
autant de termes en x que le dividende ; car o ne contenant pas Xf 

(*} Suivant qa^une lettre <£ porte i ou a ou 3, etc., accens^ on Pénonce 
d prime ^ d seconde^ d tierce^ etc. De cette manière, une même lettre 
sert à désigner des grandeurs différentes, mais analogues. 
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la maltîplicatioû du quotient par v ne oliangera pas les exposans 
de 07. Ainsi on aura 

a -J- te + ex* -f- <ïa? + etc. = a'v + Vvx + «'»a:*+ «f »j: + etc. 

Les quantités séparées par le signe =: devant être îe$ mêmes, 
quelle que soit la valeur de Xy il faut qu'on ait, pour cela ^ a=a!vy 
^ := Vv, e = c'vy dz=z <f », etc. D'oà il suit que le diviseur v indé- 
]£ndant de x divise chacun des coelBciens a^ h^ à^ dy etc. 

129. C© principe conduit à trouver le p. g. c. d. indépendsHit de 
la lettre principale x. En effet, ce p. g. c. d. divise les deux poly- 
nômes proposés; il divise donc les coefficiens des diverses puissances 
de r dans ces deux polynômes ; il est par conséquent le p. g. c. d. 
de ces coefficiens. Or^ pour trouver ce p. g, e. d,, on pourra cher' 
cher celui d entre Uê deux première eoeffieiene, celui d' entre d 
et le troisième coefficient, celui d" entre à' et le quatrième coeffi- 
cient, ainsi de suite; et le dernier p, g, c. d. obtenu sera celui de- 
tous les coefficiens proposés , Gir il sera évidemment le produit de 
tous les facteurs premiers communs à ces coefficiens. 

Par eicemple, qu'on ait les deux polynômes 

2:cy — 6^y + 3/— 2A'+ 6x>V— 3/2'; 

si l'on réunit les multiplicateurs des diverses puissances de Xy C6%^ 
deux polynômes ne changeront pas de valeurs, et deviendront 

{f — 2yz + z' ) x< + (/ - 2/z +/*») X, 

Pour avoir le p. g. c. d. des coefficiens de Xy on pourrait appliquer 
la règle qui vient d'être énoncée ] mais il sera plus court de décom- 
poser ces coefficiens en facteurs , ce qai est facile ) et les deux poly- 
nômes deviendront ainsi 

2 (^•- z*) x^-^f {y- z') x^+ 3^*(^*- z*). 

Sous cette forme on voit que j* — z est le p. g. c. d. de tous lé» 
eoeffîeiens yj^ — z est donc aussi le p. g. c. d. sans x des deux poly- 
nômes proposés. 

Peur avoir le p. g. c. d. afïecté de x, on simplifiera d'abord Fopé- 
ration , en divisant les deux polynômes précédens par ^ — z ; ce 
qui donnera 
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{jr — z)x^+{jr^ z) x/f 

2{x + z)x^^5{jr + z)xy + 3{jr + z)/. 

On peut supprimer le facteur (^ — z)x dans le premier de ces 
polynômes et le facteur ^-j"^ ^^^^ ^^ second; et alors on trouvera 
«isânent que x-^j" est le p. q. c. d. des deux quantités résultantes 

x^+/ et 2:c*— 6a:y+3y. 

. D'où l'on voit que le p» g. c. d. des deux polynômes proposés e»t 

(^— *) (^ + J")'» O'* ^J^ + J^ ~ ^* — ^*- 

130. La manière la plus facile d^obtenir le p. g. c. d. est^ l*' de 
déterminer le. p. g. c. d. monôme et de le supprimer ensuite; 2* de 
clierclier le p. g. c. d. indépendant de la lettre principale , dans les 
deux quantités restantes, et de l'y supprimer également; 3® enfin ^ 
après avoir trouvé le p. g. c. d. des deux nouvelles quantités, il faut 
le multiplier par le produit des diviseurs communs supprimés; et le 
résultat exprime le p. g. c. d. demandé. De cette manière, on trouve 
3ab (2ô-j"^)(^Hf"^)> P^^"" ^® P* 5* ^^ ^« ^®* àenx polynômes 

12ah^ — i2ah^ — SaHc^ + SabV, 

lgaV-.3aVc — 6aV+ 18aô^— 3ab^c — 6ab^c\ 

131. Si l'on parvenait à un reste ne contenant pas la lettre prin- 
iCipale, il est clair que le p. g. c. d. ne dépendrait point de cette 
lettre. Et si une lettre se trouvait dans l'un des polynômes proposés^ 
sans être dans l'autre, le p. g. c. d. cherché serait celui qui existe 
entre le second polynôme et les coefficiens des diverses puissances 
de cette lettre dans le premier. Enfin , la recherche du p. g. c. d, 
algébrique ne peut guère servir utilement que dans la simplification 
des fractions littérales; et dans ce cas même, on y supplée souvent^ 
avec avantage, par la décomposition en facteurs, comme nous l'avons 
fait voir par plusieurs exemples. 
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DU CALCUL ANALYTIQUE. 



132. NoTTs reyiendrons encore sur le calcul lîttëral; mais 3 
Gonvient maintenant de nous occuper des premiers principes du 
calcul analytique ou de V analyse algébrique. Cette partie, la plus 
importante de l'algèbre, n'est pas sans quelques difficultés : aussi 
en donnerons-nous un grand nombre d'applications. 

On a déjà vu ( p. 1 et suivantes ) que la solution des problèmes 
numériques devient beaucoup plus facile et plus directe, lorsqu'on 
représente les nombres inconnus par des lettres. Mais comme alors 
on doit exprimer par les signes de l'algèbre, les relations que l'énoncé 
de la question établit entre les quantités données et inconnues, et 
que cela conduit toujours à égaler entre elles certaines expressions 
abréviatives de nombres, il faut examiner de plus près ces égalités ^ 
et voir comment on en déduit les valeurs inconnues. 

Des Equations. 

133. Parmi les égalités algébriques, on distingue les êquationi 
et les identilSs. On appelle équation l'expression de l'égalité entre 
deux quantités algébriques, renfermant des nombres connus et in- 
connus, comme 5x — 2 = 3x -|- 4. L'ensemble des termes écrits 
à la gauche du signe =, forme le premier membre de l'équation, 
et la réunion des termes placés à la droite du même signe, en est 
le second membre : 6a? — 2 est le premier membre de l'équation 
précédente et 3a: -|- ^ le second. 

On appelle identité ou équation identique j une égalité vraie pour 
toutes les valeurs numériques qu'on veut donner aux lettres qui la 
Composent , comme aa? -^ 33 = oa; — - 36. De même , (2a — 33 ) 
X 4a=: 8a*^- 12a5, est une identité^ car il y a évidemment tou- 
jours ^àlité entre une opération algébrique indiquée et le résultat 
qu'dle donne en l'eiFectuant. 

134. On verra que les équations n'ont lieu que pour certaines 
valeurs des lettres qui les composent, et qu'on peut en déduire c>es 
valeur^; soit exactement soit par approximation. 
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Dans tonte éqasXion les nombres donn& sont représentes par 
des chiffres ou par les premières lettres a, &, Cj etc. de l'alphabet, 
et les nombres inconnus par les dernières lettres x^y^z^ etc. 

Une équation est numérique on litUràle, snivant qn'eBe n'a pas 
on qu'elle a d'autres lettres que les inconnues. Ainsi ix — ijr^nzd 
est une équation numérique et 2ax «— 3&x* = kàby une équation 
littérale. 

On dit qu'une équation est du premier degré, du eeconâ, di^ 
troieùme, etc. j suivant que le terme qui a le plus de facteurs in- 
connus, en contient 1 , 2, 3, etc. Ainsi, SLr— 4 + 3^=^— 1 
est une équation du premier degré, à deux ùiconnuee x et y^ et 
2aa? — 3a^' -}* ^^ — ^ ^^ ^^^ équation du quatrième degré ^ à 
trois inconnues. 

135. Une équation exige toujours que les inconnues aient des 
valeurs propres à faire exprimer le même nombre à ses deux mem^ 
bres. 

Résoudre une équation, c'est en déduire la valeur de l'inconnue 
qui rend le premier membre égal au second^ c'est par conséquent 
la traneformer en une autre, où l'inconnue soit seule dans U9 
membre et les nombres donnés dans l'autre. 

La réeoluHon S une équation ùoneiete àfàirelee mêmee opéra- 
tions sur ses deux membres. Gu: les deux membres étant deux 
quantités égales, il est clair que si on fait la même opération suip 
eux, les deux résultats seront égaux; l'inconnue ne changera donc 
pas de valeur' pour maintenir cette égalité ; et la valeur à laquelle 
on parviendra ensuite, sera celle de l'inconnue dans l'équation 
proposée. De là naissent , pour résoudre les équations, plusieurs 
principes généraux, qu'il faut d'abord connaître. 

136. Une équation n'est pas détruite lorsqu'on passe tous les 
termes connus dans un memhre et tous les termes inconnus dans 
ï autre, avec ^attention de changer les signes des termes qui chant- 
gent de membres*, (Ce qu'on appelle transposer. ) C'est ainsi qu« 
l'équation 

> 9x + 4=:24 — X, devient 9;r + x = 24~4. 

Effectivement, en effaçant -|- 4 dans le premier membre et en 
écrivant i— 4 dans le second, on diminue ces deux membres de 4 ^ 
on diminue donc denx nombres égaux d'un même troisième 4 ; les 
deux restes sont par conséquent égaux. De même, en effaçant —-x 
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dans le second membre et en éerîvant -f- j? dans le premier ^ on 
augmente ces deux membres à^x-y on augmente donc deux nombres 
égaux d'un même troisième Xy les deux sommes sont conséquem- 
ment égales. On voit donc ^e la transpoiUian des termes ne dé- 
truit pas l'égalité. 

Transposant dans l'équation littérale 

ax — 3i -f- 2c zr x* -f- a^ 

on aura or — a?* :=: a -f" 3^ — 2e. 

C'est ce qu'on vérifie d'ailleurs en soustrayant des deux membres 
de l'équation proposée, le polynôme x* — 3& -|- 2^ , formé de tous 
les termes à transposer, écrits avec leurs signes, puis en réduisant 
les termes semblables dans les deux restes , évidemment égaux. 

137. On peut ehanger les eignes des deux membres Swne 
èquaMon, sans la détruire. Car cela revient à multiplier les deux 
membres par — - ly ou plutôt à soustraire chaque membre de zéro; 
les deux résultats doivent donc être égaux. Ainsi l'équation 

4x — 7=8j? — Sx*, donne — Ax + 7rz — Sx + Sxi*. 

L'égalité n'est pas détruite ^ car si par la valeur de x la première 
équation se réduit à — « = -—.«, il est évident que la seconde 
deviendra n =i ti ; il y aura donc toujours égalité. 

138. Une équation n*est pae détruite lorsqu'on réduit tous les 
termes des deux membres au même dénominateur et qu'on néglige^ 
é^ écrire le dénominateur commun. (Ce qui s'appelle c^M^r ou 
faire disparaître les dénominateurs. ) Soit, par ex., l'équation 

8 ' 4 3 13 

Réduisant tous les termes au moindre dénominateur 24 et négli- 
géant d'écrire ce dénominateur commun, on aura 

21:c — 144a: + 18 = 12ar—10; 

et l'égalité n'a pas été détruire. En effet , on sait que la réduction 
de tous les termes des deux membres au même dénominateur 24, 
ne change pas les valeurs de ces termes ; donc les deux membres ' 
eux-mêmes ne changent pas de valeurs et sont encore égaux. Mais 
en négligeant d'écrire le dénominateur commun 24, on multiplie 
chaque terme des deux membres par ce dénominateur; on multiplie 
donc les deux membres eux-mêmes par ce dénominateur 24 (35); 
donc les deux produits sont égaux. Ainsi on fait disparaître les 
diviseurs, sans détruire l'égalité» 
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Chassant de même les dénominatears de l'équation 

on trouvera 4aV — 2abù'x + 12a"^' = 12a*b*x — 9he\ 

C'est ce (ju'on obtient d'ailleurs en multipliant les deux membres 
de l'^nation proposée par le moindre multiple 12a^b* des diviseurs 
et en effectuant les divisions indfquées. Et comme l'égalité des deux 
membres n'est pas détruite par toutes ces opérations, on volt que 
la dispariHàti des dénominateurs change les deux membres^ sans 
qu'ils cessent d'être égaux. 

139. Lorsqu'on ajoute ou soustrait, multiplie ou divise deux 
équations entre elles, les deux résultats sont égaux, et les incon^ 
eues ne changent pas de valeurs pour conserver f égalité. Cela est 
évident 5 car, par exemple, ajouter une équation à une autre, c'est 
srjouter le premier membre au premier membre, et le second au 
second. Or, comme les deux membres de l'équation qu'on ajouta 
représentent le même nombre, il s'ensuit qu'on ajoute ce nombre 
aux deux membres de l'autre équation, c'est-à-dire à deux nombres 
égaux;, donc les deux sommes sont égales. Donc si a=6 ele:=zd^ 
on aura a + c == ft -{■ ^• 

•. On verra de même que si a =5 et az^zdy il viendra a<— -0=: 

o — tf, ttc=i ha et -=-;• 

C Œ 

Les principes précédent sont nécessaires à la résohition gén&^ 
des équations ; mais ils sont loin de suffire dans tous les cas, parce 
que la résolution des équations dépend du nombre d'inconnues 
qu'elles renferment et surtout du degré de ces équations. 

De la Résolution des Equations du premier degré. 

140. Equations ▲ vne inconnue. Pour résoudre une équation 
du premier degré, à une inconnue, il faut chasser les dénomma^ 
teurs, transposer les termes, réduire ou mettre f inconnue en 
facteur, dans le premier membre, puis égaler cette inconnue au 
nouveau second membre divisé par le multiplicateur de la même', 
inconnue dans U premier. Par exemple, soit à résoudre l'équatioxk 

aa 6. 4^^ 



Appliquant la règle précédente, on aura, en dutsant let d&io- 
mmateurs , 2b* x — 4«J* = 4o* + x ; 

en transposant , 2Vx — - jt = 4a -f- iab* ; 
en réduisant, (25*— .l)ar = 4a(a'+y)j 

en diYisant par 26 — - 1, xir: ^ a^J, — ^' 

Les quatre transformations que l'on vient de faire subir à l'équa- 
tion proposée^ n'ont pas détruit l'égalité de ses deux membres. En 
eifet, on sait déjà que les deux premières^ c'est-à*dire la disparition 
des dénominateurs et la transposition des termes ^ ne détruisent pas 
l'égalité. Quant à la troisième transformation , il est visible que 
l'égalité ne sera pas troublée si l'on remplace le premier membre 
25'a? — X par sa valeur (25* — 1) a? et le second membre par sa 
valeur; et alors on aura la troisième équation transformée (25*—- 
1 ) X = 4a (a* -j- ^*)* Divisant les deux membres de cette équation 
par 25* — 1 , les deux quotiens seront nécessairement égaux \ û 

« 
Actuellement^ puisque les transformations que l'on a fait subir 

& l'équation proposée n'ont pas détruit l'égalité de ses deux mem* 

Ives , il s'ensuit que l'inconnue x n'a pas dû changer de valeur pour 

conserver cette égalité \ la valeur trouvée pour x est donc celle qui 

lend égaux les deux membres de l'équation proposée (comme on le 

vérifierait d'ailleurs en y remplaçant x par la valeur obtenue et en 

effectuant les rédactions dans chaque membre) ; donc cette équar 

tion est rés<^e. 

Appliquant la même règle à l'équation 

cette équation deviendra successivement : 

4ar+18 = 9:p — 42, 
4:c — 9a; = — 42— 18, 
— 5:p = — 60 ou 6a7 = 60, 
et ar = ^=12. 

La valeur de j: est donc \2* Effectivement, si l'on remplace x par 
1 2 , dans l'équation proposée , elle se réduit à 1 1 = 1 1 ; cette équar 
tion est donc $aU»faUe par x= 12. 
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• An moyen de la règle précédente^ les deux équationar 

hx — 53 , ax a««x , , ax— «5* Bx 

donneront a: = (a — i)(2a — 5) et a? = y(2a + *}- 
Voici encore quatre équations à résoudre : 

5 ' 4 ^^ ^^ 4 ' i6 * * 

aar l* , ax ^bx la 

= :i; et 



a-\-b a — b 35 5a ab 

141. GoiisÉQUEiiCES PIYER8E8. TouU èquation au premier 
degré, à une ineonnue, ne feui jamaiê admeiire qu'une seule 
valeur pemr eeiie inconnue. D'abord, quelle que soit l'équation pro- 
posée^ du premier degré; on peut toujours , en chassant les déno- 
minateurS; transposant et réduisant, la ramener à la forme ax:=:.h. 
Et comime ces transformations ne détruisent pas l'égalité des deux 
membres, l'inconnue x ne doit pas changer de yaleur pour main- 
tenir cette égalité; les yaleurs de Xy dans l'équation oj? = 5, sont 
jdonc les mêmes que dans l'équation proposée. , 

. Or, si* J7 pouvait aToir deux valeurs différentes m et /i, dans ax 
= by on aurait à la fois ammh et ap:zzh'j d'où amzziaf et m 
= j7; ce qui est contre l'hypothèse. Donc l'inconnne'^rr n'a qu'une 
^eule valeur dans axzizhy et par conséquent dans l'équation pro* 
posée. 

* Ce raisonnement suppose, néanmoins, qœ l'équation proposée 
ne soit pas identique, comme ex—- 3<2=ej?— -3<2; car alors Fin- 
connue X aurait évidemment telle valeur* on voudrait. C'est ce que 
prouve d'ailleurs la résolution de cette identité, qui donne succes- 
sivement ex — exz=. Sd — Sd, ox = a et a: = | ; vcdeur indHer- 
minée, puisqu'en multipliant le diviseur opar le quotient Xy quelle 
que soit sa valeur, le produit sera toujours le dividende o. 

142. XéOrsque les deux membree tune èquation ont un facteur 
commun inconnu, il faut, avant de le eûpprimer, TégaUr à zéro» 
Par exemple, l'équation 

7(2:p — 8)=:;»(22: — 8), 

donne, en la résolvant, x=:4. Si dans la vue de simplifier, on 
avait supprimé le facteur commun 2a: — 8, on aurait eu 7 =: 9, 
résultat absurde. Uais il faut observer que l'équation proposée ne 
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peat être vraie qu'autant qu'on y regarde 2j:-^ 6 comme égal à 
zéro; ce qui donne :r=4. Le factenr commun 2j?-^8 étant donc 
nécessairement nnl^ et la suppression de ce factenr commun nul 
ayant donné une équation impossible, on voit qu'il n'est pas permis 
de diviser, ni par conséquent de multiplier, les deux membres d'une 
«quation par zéro. 

143. Si les deux membres fune équation sont multipliés far 
un /acteur littéral donné, il faut, avant de le supprimer, s'assu" 
rer qyfil ne dément pas nul pour certaines valeurs des lettres qui 
le composent. Car dans ce cas, l'équation se réduisant à o = o, 
sera satisfaite quelque valeur qu'on attribue à l'inconnue 3 donc 
cette inconnue sera indéterminée. Soit, par exemple, 

cette équation devient, en transposant et décomposant en (acteurs, 

{ax + hx){a — l) = {a^+àb + V){a—h). 

Le facteur commun a-^h devenant nul lorsque a = 3, l'équation 
8e réduit alors à o =zo, quelle que soit la valeur de x, laquelle, 
conséquemment, est indéterminée. Et cela est visible d'ailleurs, 
puisque quand & = a, l'équation proposée devient 'l'identité 

L'équation proposée donne, en la résolvant^ x :=■ ^ .3 et si 

on prend a=d, il viendra a?=£i valeur indéterminée (141). 

A la vérité, si l'on supprimait, dans Féquation proposée ou dans 
la formule qui en provient, le fkcteur commun a — d, la supposi* 
^ion de ^=a donnerait la valeur détermina x^=z\a\ mais l'incon- 
sue Xy pour a=r3, n'en aurait pas moins une infinité de valeurs 
différentes. De sorte que la suppression du facteur commun n'a 
d'autre effet que de faite trouvet une (ou plusieurs ) des valeurs 
de l'inconnue. 

144. Pour qu'une équation, tell» que 3j:=:3x4~ '^i ^® ^ît pas 
absurde, il faut que 7 puisse être regardé commo infiniment petit 
ou nul k l'égard de 3j?; il faut donc que 3a? et conséquemment x 
soit infini. Or, l'équation âj? :^ 3x -|- 7, donne xznl'y donc | 
z: OD^ ce qu'on a vu d'ailleurs en Arithmétique. CNbservons néan- 
moins que la valeur x =: Qo n'en est pas moins un signe timpos-- 
êibilité ; car on ne pourra jamais assigner à x une valeur assez 
grande, pour être infinie. 
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145. n est visible qu'une équation ne peut déterminer que l'une 
des inconnues qu'elle renferme. Mais il faut excepter le cas où cette : 
équation doit satisfaire à certaines conditions particulières^ qui la 
partagent en plusieurs autres égalitës, comme dans 

(x-2)-+(^-3)'=o. ; 

Cette équation, en effet, exige que la somme de deux quantités 
essentiellement positives, soit égale à zéro; or, c'est ce qui ne sau- 
rait arriver qu'autant que chacune de ces quantités est nulle ; il 
faut donc qu'on ait à la fois a;-<»2 = o et^ — 3 = 0; d'où 
xz=:2 etjr = 3. 

De même, si dans x* — 6 rr^* + 8, les nombres oçeijr doî- 

Tent être entiers et positifs; comme cette équation revient à X'\-jr 

i3 

= , on voit que les nombres ar et ^ ne peuvent être entiers 

et positifs que quand on a a; — jr =i 1 et ar + j^ = 13. 

146. Ëquatioks a flvsieurs ingornites. Occupons-nous main* 
tenant de la résolution des équations du premier degré, à plusieurs 
inconnues. Résoudre de telles équations, c'est trouver des quan- 
tités qui, mises « la place des inconnues, rendent le premier mem- 
bre de chaque équation égal au second^ et ces quantités sont une 
solution des équations proposées. 

Pour calculer plusieurs inconnues, il faut d'abprd qu'on ait au- 
tant d'équations distinctes qu'il y a de nombres à trouver, car une 
équation ne peut faire connaître qu'une seule inconnue; il faut 
ensuite qu'on sache faire disparaître ou èUmmer de ces équations, 
assez d'inconnues, pour obtenir une équation à une inconnue | 
qu'on appelle équation JlnaU. , 

VéUminaUon des inconnues peut se faire par diverses méthodes , 
dont les deux principales sont la tuhêtitutian deg valeun et Vaddi' « 
tion ou la soustraction des équations. 

147. Pour éliminer, far substitution, une ineonnue z entre 
deux équations du premier degré, il faut éP abord préparer ces 
équations, c'est-à-dire chasser les dénominateurs, transposer et 
réduire; prendre ensuite, dans la plus simple des deux nouvelles 
équations, la valeur de Vineonnue x, et substituer cette valeur à 
la place de x dans P autre équation. 

De cette manière, l'égalité ne sera évidemment pas détruite, et 
on aura une équation où a? ne se trouvera plus. 
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Soient; par exemple, les deux équations 

-^ 4 "— J + 8 

Cliassant les dënominatetirs , transposant et réduisant, on aura 

5x + 18r = 204 j 

6x— 3^ = 48 ) ^ ^' 

Prenant la Taleor de x dans la première de ces équations, comme 
si tout le reste était donné, on trooTera 

ao4 — *8r 

X- g 

Substituant cette valeur au lieu deXy dans la seconde équation, et 
effectuant la multiplication par 6, on obtiendra 

équation qui ne contient plus x. 

G»nme cette équation n'a d'inconnue que j^, si on la résout par 
rapport hj", on aura ^=8. Substituant cette valeur 8 au lieu de 
J'y dans l'une des équations (1), ou ce qui vaut mieux, dans l'ex- 
pression de Xy et réduisant, il viendra x= 12. De sorte que x= 
12 et j^ = 8, dans les deux équations proposées 3 et c'est ce qu'on 
peut aisément vérifier. 

Si le coeiBcient d'une inconnue est l'unité, ou s'il divise tous les 
termes de l'équation; en y prenant la valeur de cette inconnue, 
il n'y aura pas de dénominateur à chasser dans l'équation fournie 
par la substitution , et l'élimination sera plus simple. H en serait 
de même si le coefficient employé était diviseur de l'autre. Ainsi, 
comme dans la seconde équation (1), le coefficient 3dej- divise 
les deux membres ; en y prenant la valeur de j^, on aura j=z2x 
— 6; d'où, substituant dans la première équation^ il viendra 6x 
+ 36j: — 288 = 204, puis x=12. 

148. Pour éltminer par addiHon et soustracHonj une inconnue 
X entre deux équatianê du premier degré , il faut ^ abord préparer 
ces équoHone; puis rendre égaux les coeffidens d\j en multipliant 
la premûre équation par le coefficient d\ dans la seconde, et la 
seconde par le coefficient êtx dans la première j ou par des nom- 
hresplus petits, comme pour la réduction au même dénominateur^ 

5 



( 66 ) 

puii qfôuterouêoustrairê ensutie les nouvelle» équatiane, êuivant 
que le» terme» en % auront de» »igne» contraire» ou le même »igne. 

n est clair qae cette dernière opération fera «lisparaitre Tincon-i 
nue X et que les égalités n'auront pas été détruites. 
Soient; par exemple , les deux équations 



10 



3f _r t |_2f_2r 
4 â "^ 3 5 ' 

Chassant les dénominateurs^ transposant et réduisant^ on aura 

6r— 6r = — 60 1 ^^^' 

Pour rendre égaux les coefficiena d'à?, dans ces équations , il suffit 
de multiplier la seconde par 7 3 ce qui ne détruira pas l'égalité ^ 
puisqu'alors on multipliera les deux membres ou deux nombres 
égaux par un même troisième 7 : on aura donc 

35a: — 42jr = — 420. 

Comme les termes en ;r 4)nt le même signe, si l'on retranche cette 
nouvelle équation dé la première (2), l'égalité subsistera toujoun 
•(139) et. les termes en x se détruiront; il viendra donc 

42^ — 3^ = 360 + 420, 

(équation qui ne contient plus x. 

Cette nouvelle équation n'ayant pas d'autre inconnue que^^ oxK 
en déduit^ =35. Substituant cette valeur dans la seconde équation 
(2), on aura 5j:— 210= — 60; d'où a:=24. Telles sont donc les 
valeurs de x eXàejr qui satisfont aux deux équations proposées. 

Appliquant cette méâiode aux deux systèmes d'équations 

ax by 



3 ' 7 4 

5x 



«»-A — a+4 + ^' 



h'x 



«r 



a*—*' a+4 



?f — ^4.2 — 2f— v-t.29- 
"6 T + ^-M •^ + ^*'' 

on trouTera 

149. Maintenant, pourrèeoudre m équation» du premier degré, 
à m inconnue», il faudra, aprh» avoir préparé ce» équation», éU" 
miner, par addition et »ou»traction ou par »ub»iiiuiion, une même 
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weonnue entre la plus simple de ces Squaiions et chacune des m 
— 1 autres; ce qui donnera m — 1* équations à in*^-l inconnues. 
On éliminera de même une inconnue entre la plus simple de ces 
jjx — 1 équations et chacune des m ^-2 autres; et en continuant 
ce procédéj on parviendra à une équation ne contenant qu'une 
inconnue, et qui en fera connaître la valeur. On substituera en^ 
suite cette valeur dans Tune des deux équations, à deux inconnues, 
qui précèdent, et on aura une seconde inconnue. On substituera 
de même les deux valeurs calculées dans Vune des trois éqitations, 
à trois inconnues, qui précèdent, et il en résultera une troisième 
inconnue. On trouvera pareillement une quatrihne inconnue, et 
amsi de suite, jusqu'à la première inconnue proposée, 

n est clair que par ce procède^ les équations subissent des trans- 
formations qui ne détruisent pas l'égalité des deux membres de 
chacune ; donc les inconnues ne changent pas de valeurs pour main- 
tenir ces égalités ; et par conséquent^ les valeurs trouvées satisfont 
aux équations proposées. 

Par exemple ; soient à résoudre les quatre équations 

3X + 27-— «— « = 

2x- j'+ i. + 3i*z=5 

a;_5;r— 7«+ u — 20 t ^ ^' 

x — 3;^ — 5«— uz=:26 

Eliminant d'abord ii, par addition et soustraction^ entre la pre« 
mière et chacune des trois autres^ on obtient (148) 

llr + Sj- — 2^ = 15 I 
4:c + 7;r — 8« = 20 (4). 

2x + 5j' + ^zz=: — 6 ) 

Eliminant actuellement z entre la première de ces nouvelles équa^ 
tions et les deux autres , il vient 

40a?+18j- = 40 I 

24a? + 16^ = 24 } ^ ^' 

Eliminant enfin x entre ces deux dernières ^ on trouve 

12^ = 0; d'où j^ = 0, 
comme on pouvait le prévoir à l'inspection des équation» (5)« Subs^ 
tituant au lieu àejr^ dans la seconde de ces équations^ on obtient 
:r = 1. Remplaçant xetjr par leurs valeurs 1 et 0, dans la der- 
nière équation (4)^ il vient «;=:*— 2. Substituant enfin 1^ et 
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-•-2 au lieu ieXy^eiXj dans la troisième ëqnatîon (3); on trouTe 

n est bien facile maintenant de résoudre ^ par addition et sous- 
traction) les divers groupes d'équations que voici : 



2x + 5r — 3zz=:10, 

7ar + 3r— 6« = — 6; 
jc = 39 jrzrzB €t « = 7« 

6 4 '~ 
jc,^, «, valent 12, 4, 7. 



a j: — 1^ = a* 
^:c — o^- ^— ;f = y 






+ z = 






— 1. 






;>; 



5r_ 



XfjTfZ, Talent 12, 8, 10, 

7:p — 2r + 3a=17 
4j- — 2*4- t =11 
6jr — 3ar— 2m = 8 
4j._3m-j.2/=9 
3« + &« = 33, 



\{v+x+jr) + u=ii 
±^u+v+j') + x=zi 



Soient encore les deux systèmes d'équations : 

2 (m +i;+x) — 3 (^+«) = 

3 {v+x+j) — 2 (m + «) = 10 

4 (a:+^+ic) — 7 (w+v) = 6 
5(j'+z + u) — 6lv+x)=i^2 
2(«+M+v)_3(a:+^) = 5. 

La manière la plus simple de résoudre ces équations, est de pren« 
•dre d'abord la somme t des inconnues de chaque système , pour 
inconnue auxiliaire, puis de remplacer les sommes de trois incon-- 
nues, dans les équations, par leurs valeurs, tirées de l'équation 
•en ty etc. 

lÔO- ÀBAxssEHEVT JLu PAEMiER dsgré. Multipliant entre elles les cinq 
équations : uvxy =s i44 ) "^^^ = ^4^ « T^^ =916, yxttu = 3^4 et 
jutvxz=ilfi%^ on trouvera aisément tt^^x^z^^: 6*^ ou uvxyz =3 6^; 
<d^où il est visible que ii=:9^ v=:6^ x=4y^=3 ®^ 4=9- Par cette 
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manière particulière d^éliminer, les équations proposées ont été fiieilfr* 
ment résolues. 

L^élimination par substitution de valeurs, est c[uel<piefois la seule qui 
paisse abaisser au premier degré ^ des équations dVn degré supérieur, 
comme dans ax=: 3^ et x' — 4>*' = "~ ^8. Mais en général, on doit 
préférer autant que possible, à la substitution des valeurs, rélimination 
par addition ou soustraction, i° parce que cette méthode ne conduit pas, 
comme Tautre, à des dénominateurs, qu'ail faut chasser ensuite; a*^ parce 
qu^elIe offre plus d^abréviations particulières , dont Pune est de faire Pad- 
dition ou la soustraction en même temps que les multiplications pour 
rendre égaux les coefficiens ; 3^ enfin , parce qu^elle fournit quelquefois 
des équations finales de degrés moins élevés et conséquemment plus &- 
ciles à r^oudre. Cest ce qa^on voit dans les trois systèmes d^équatûxna 
que voici : 

x + y = 48 I X — y = 4 | x> + y* = a5 
xy=s3ao | zy = 4^ | zj=:ia» 

Dans le premier système, on retranchera le quadruple de la secondle- 
équation du carré de la première ; dans le second , on ajoutera 4 fo^is 1» 
seconde équation au carré de Pautre; et dans le troisième, on ajoutera et 
soustraira successivement le double de la seconde équation à la première. 
Prenant ensuite la racine carrée des deux membres de chaque équation 
résultante, on n^aura plus à éliminer qu^entre des équations du premier 
degré. Et tels sont trois nouveaux exemples de Vabaissemem du degré 
des équations. 

151* Du reste, Péquation finale dépend souvent de la méthode d^éli- 
mination employée; et il existe un grand nombre de manières particu^ 
Hères d^eliminer les inconnues, qu^il est impossible de hire connaître eor 
général : c'^est en s^exerçant sur des exemples bien choisis, qu^on appreur 
dra à distinguer surie-champ les simplifications qui peuvent se présenter 
dans la résolution des équations. Considérons, par exempte^ les trois, 
systèmes : 

T T y+i4=l(x+y + «) 



xys-=rax + ay 
xya=:bx>f-bv 
xys =r cy + ca. 



y 

n suffira, dans le premier système, d^ajouter entre elTes trois des équa-* 
tiens proposées et d^avoir égard à Fautre équation. Mais dan5 le second , 
on ajoutera entre elles les trots équaitions, pour avcvtr la valeur de x -f-/* 
-l' js , à substituer ensuite dans chacune. Enfin , le troisième système 
fournit immédiatement deux équations du premier degré ; d^où Ton dé- 
duira les valeurs des inconnues, pour les substituer ensuite dans Tuno 
des équations proposées. 

152* On peut tbrégev réEminatbn^ dans les équations que voici : 



\ 



ax + 4y + 8* =5 ï' 1 



xz-|-yï = ab, 
yz-f-xy= ac. 
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ax -j- by + C2 =: d, 
a»x + b'y + c'z = d', 
a^x + b3y + cH r= dî. 

Dans le premier système, on soustraira le triple de la seconde équation 
hors de la troisième ajoutée au triple de la première \ cq qui donnera z : 
ensuite on retranchera le double de la seconde hors de la somme des deux 
autres, et il viendra^. Quant au second système, pour avoir or, il suffira 
de prendre la somme des produits respectif des équations par — &c, 6 
•4- c et — 1 ; d^où Ton déduira ensuite j^ et z» Enfin, dans le dernier, on 
ajoutera les ëc(uations entre elles , etc. 

De même, si Ton a les cinq systèmes adéquations : 



.x + î»y + 4»==a4i 
3x + 3y + ai=a3, 

^x + loy -f- 4' = ^ > 
* + ^y + 3»=îa, 
M: + 3y+ a = b, 
3x-}- y-f-az=:c5 



xy = az, 
xz = by, 

yzc=: ex. 



* + y + «=n» 

ax + by-f-cz = p, 

cx + (b+c)y + 3cz=;qf 

» + î(y+»)=«» 

y + |(x + ») = b, 

» + i(»+y)=c; 

On pourra encore y simplifier Télimination. Il suffira, pour avoir Xf 
dans le premier système, de soustraire la seconde équation, multipliée 
par 4i de la somme des deux autres; et dans le deuxième, de soustraire 
la troisième équation, du produit de la première par c, ajouté à la secoua 
de. Dans le troisième système, on éliminera j^ en soustrayant la seconde 
équation de la somme des autres et le double de la seconde de la somme 
des deux autres. Dans le quatrième, il suffira de prendre Finconnue 
auxiliaire u, telle qu^on ait u =; x -\-jr -f- 2, etc. 

lÔS* En général, c^est par la manière d^éliminer ou par remploi d^in« 
^connues auxiliaires, qu''on peut quelquefois abaisser au premier degré, 
des équations du second ou 4u troisième. Soient, par exemple, les deux 
systèmes : 



X* + y* :^ axyz, 
y»4-z» = bxyz, 
z* H- X* = cxyz. 



5(x*+y* + »')=>4(y+»)- 

On fera, dans le premier, a:'-{-j^'-f-js'r=u, et dans Tautre, xYMSSiv\ 
ou bien, dans le premier système, on éliminera d^abord x' •{-X^ + -s', 
et dans le second, xyz* 

Enfin, considérons encore les systèmes que Voici : 



x + y" = 9^, 
y + x* = a8y5 



x4-y = axy, 
X — y=:bxy, 



xy = a, yz = v, 
XV = a et vy = b. 



axy = mx J- a — m, 
bxy = my + b -* m ; 



x4-y'=:axy — a, 
y + x'ï^bxy — b. 



y*=r:a56x, 



» + y + *=cxy- 
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Xyaz3=3 1l53, 
x'y'z = 43a, 
xV = 3845 

(x" + y»)x = 3ia et (x» + y»)y=3ao8. 

I>ans le quatrième S3rstème, Féquation finale en x peut se mettre sous la 
forme (x— 1) {bx-\-a — m)=o. Dans le cinquième, on décomposera en 
facteurs chacune des équations obtenues en éliminant d^abord x' et y** 
Pour les systèmes 6* et 7*, il faudra d^abord décomposer les nombres 
connus dans leurs Acteurs premiers , etc. 

154. Conséquences diverses. D est bon de remarquer cpxQ 
Tè*iwiti(m finale, qui réiuUe de f élimination entre des équations^ 
du premier degré, est elle-même du premier degré. Car dans les 
transformations que subissent ces équations, les inconnues ne sont 
jamais multipliées que par des nombres donnés. 

Ceh suppose néanmoins qu'il n'y ait pas d'inconnues aux déno- 
minateurs en même temps qu'aux numérateurs; car en faisant dis- 
paraître les dénominateurs, les inconnues seraient multipliées par 
des inconnues. On ne doit donc juger du degré d'une équation , 
qu'après en avoir fait disparaître les dénominateurs inconnus. Ainsi 
on verra que les deux équations que voici, sont du premier degré : 

33 4a 6x*+x7-—.ajr* 4.10a aar— ^+y 

ax— y x + ajr— 4 9**— 4r* 3x— ajr 

155. ZiOs inconnues ne peuvent avoir qu'une seule valeur cha" 
eune, dans m équations du premier degré, à m inconnues. En 
effet, les transformations que l'on fait subir aux deux membres de 
chaque équation, pour arriver à l'équation finale, ne détruisent 
pas l'égalité de ces deux membres ; les inconnues ne doivent donc 
pas changer de valeurs pour maintenir cette égalité. Âinsr toute? 
les valeurs des inconnues, dans les équations proposées, se trouvent 
encore dans les écfuations qui s'en déduBsent, et par conséquent 
dans l'équation finale. Or, celte équation finale étant du premier 
degré (154), l'inconnue n*y a qu'une seule valeur (141); donc 
aussi la même inconnue n'a qn'toe seule valeur dans les équations' 
proposées. Et comme cette inconnue est l'une quelconque des pro^ 
posées, il s'ensuit ^ue ces. inconnues n'ont qu'une seule valeur 
chacune. 

156. Cette démonstration suppose qu'il' n'y ait pas plusieurs- 
équations proposées qui rentrent lès unes dans les autres, c'est-à- 
dire qui soient une même équation écrite sous diverses formes; car 
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si cela était, on aurait moins d'équations distinctes que d'inconnues. 
Et comme une équation ne peut jamais déterminer qu'une seule 
inconnue, une au moins des inconnues proposées serait arbitraire; 
ces inconnues pourraient donc avoir une infinité de valeurs diffé- 
rentes. De sorte que moins f équations que éPineonnuesj admettent 
une infinité de solutions. 

Si à l'inspection des équations proposées, on ne voyait pas que 
plusieurs d'entre elles se réduisent à une seule, on en serait averti 
par les valeurs f qu'on trouverait en résolvant ces équations. Fac 
exemple, les équations 

=r-i ' — ^z^:- et = 4. 

r+4 3' z— a4 a ^— 84 ' 

donnent, en les résolvant, a7 = f,^ = Jetâî=r£. Mais aussi les 
deux dernières se réduisent chacune à 2^"-— 2= 168. 

Lorsque plusieurs équations ne peuvent exister ensemble «u sont 
incompatibles, on en est prévenu par les valeurs infinies que l'on 
trouve en résolvant ces équations. Par ex., en traitant les éqnations 

6x4-13 — 1^ = 4;— l + 3r, 

on trouve x = »,^==QDet2;=:Qo, valeurs impossibles , comme 
cela doit être ; car les deux dernières équations devenant respecti- 
vement kx — 3^ — 2^ = — ^ et 4j; — ^jr — 2e = 3, ne sau- 
raient avoir lieu en même temps. ' 

157. Un sysûme <2^ n -)- p équations, du premier degré, à n 
inconnues, n'est possible que dans le seul cas où "p de ces équa^ 
tiens sont des conséquences des n autres. Car ces n équations dé- 
4erminant les n inconnues, si l'on substitue les valeuis résultantes 
dans les p égalités non employées, on aura p équatiens de condi" 
Hons, ainsi nommées, parce que les données du système doivent y 
satisfaire, pour que ce système soit possible^ ce qui n'arrivera qu'au- 
tant que ces p égalités seront des conséquences des n premières. 

158» Formules géhérales. Le grand nombre d^opérations à exécuter 
pour résoudre plusieurs équations du premier degré avec autant d^incon- 
nues, a fait peaser qu'ail serait avantageux d^avoir desjbrmules générales, 
pour opérer cette résolution. Or, on peut toujours, en chassant les déno- 
minateurs, transposant et réduisant les termes, représenter deux équa- 
tions à deux inconnues par 
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a'x + b'y = c'; 

tf , &, o, ar, &', c', dësignant des nombres entiers, positi£i ou négatifs* 
Résolvant ces deux équations , on trouvera 

ch' — ht^ acf — ca' 

X ^^ •: et Y zz: • 

On voit qne pour former le dénominateur commun à ces valeurs , iZ 
suffît d'écrire les deux arrangemens ab, *-ba, et de faire porter un 
accent à chaque seconde lettre ; ce qui donnera abf — baf, A Pëgard des 
numérateurs ^ on les déduit du dénominateur commun ab' >— ba', en y 
changeant les a en c, pour x, et les h en c, pour y, et en laissant d'ail' 
leurs les accens tels qu'ils sont: ce qui donne, dans le premier cas cbf 
—5c', ou le numérateur de x, et dans le second, ac' — ca^^ ou le numé- 
rateur dejr. 

Si donc on veut résoudre, par ces formules générales, deux équations 
du premier degré, à deux inconnues, il faudra préparer ces deux équa- 
tions et substituer les valeurs entières, positives ou négatives, qu^auront 
alors a , 5 , c , a', &', c/. 

169. Trois équations quelconques du premier degré, à trois incon- 
tiues, peuvent toujours, en chassant les dénominateurs et en transposant, 
être représentées par «x + by + ca = d , 

a'x -f- b'y -j- c'z = d', 

a"x + b"y + c"z == d". 

Les calcids seraient très-longs , si Ton voulait appliquer à la résolution 
de ces équations, Tune des méthodes d^élimination qui précèdent. Mais 
en éliminant par l'introduction de deux indéterminées m et p, on abrège 
les calculs, du moins pour les équations générales qui nous occupent* 
Multipliant, en effet, la première de ces équations par m, la seconde par 
p et retranchant de leur somme la troisième ; Péquation résultante aura 
lieu pour toutes les valeurs de m et ^ , puisque pour toutes ces valeurs , 
les trois trinômes du premier membre seront respectivement égaux aux 
trois monômes du second. Réunissant en un seul, tous les multiplicateurs 
d^une même inconnue, dans cette nouvelle équation, elle deviendra 

(oui -J- a'p — a" ) X -j- ( 6m -j- è^p — 6'f )^ -j- ( cwi -{- c'/> — c'' ) « 

= dm -j- dfp — d'f. 
Cette équation ayant lieu pour toutes les valeurs de m et p^ il est évident 
que Ton pourra disposer de ces deux indéterminées pour faire évanouir 
deux quelconques des coefficiens , et par conséquent pour éliminer deux 
inconnues* Teut-on faire disparaître x eiz? Il suffira de poser 

«m -|- «7^ = a", CTO -f- c'JE? =: c" j 

dm + d^p'—d" 

et alors il viendra r = 7 — r^r, 77, • 

•^ Dm -J- if'p — A" 
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Les deux équations en met p doxment (158) 

cfa» — afcff ac>' — caf' 

m m I et p =r — — — — . « 

flc' — caf * acf — ca^ 

Substituant ces valeurs dans celle de^, réduisant an même diviseur oc' 
•— caf tous les termes du numérateur et du dénominateur, et négligeant 
d^écrire ce diviseur, ce qui multiplie les deux termes de y par a^ — ca'\ 
on aura 

On trouvera , d We manière absolument semblable , 

^ fl3 V — ac'A" -j- cg'h^' — 5û V 4- *^«" — «*'«'' ' 

_ g h'd^'-^ad^h*' '\-dg'b*'-^hg'd'''\'hd'g"-^db*g*' 

* fliv — tfc'A" -f ca'5" — *aV -f *«'«" —■ cAv' 

Diaprés ces valeurs , on voit que pour former le dénominateur qui leur 
est commun^ il faut prendre les arrangemens ab, — 'ba ; introduire dans 
chacun , la lettre c successivement dans la troisième , Ig seconde et la 
première place ^ puis changer le signe chaque fois qu^on déplace la lettre 
c dans un même arrangement^ et faire porter un accent à chaque seconde 
lettre et deux à chaque troisième. De cette manière, ab donnera ab^c^l 
— ac^b'f-^-ca'bff^ et — ba fournira ^^ba^c^^ -^-bi^a^^ -^^cVaf^ i la réunion 
de ces six résultats donne effectivement le dénominateur commun aux trois 
inconnues proposées. 

Quant à leurs numérateurs, on les déduit du dénominateur commun^ 
en y changeant le coefficient de l'inconnue cherchée^ en la lettre des 
seconds membres^ et en conservant d'ailleurs les accens tels qu'ils sont. 

160* L^analogie montre, que si Ton résolvait quatre équations à quatre 
inconnues , le dénominateur commun s^obtiendrait en formant les six ar- 
rangemens o^c — acb-\'eab — bac-^bca — cba\ en introduisant la lettre 
d successivement dans toutes les places , comme dans le cas de trois in- 
connues, et en faisant porter un accent à chaque seconde lettre, deux à 
chaque troisième et trois à chaque quatrième. On aurait ainsi un déno- 
minateur composé de a4 termes, et duquel on déduirait les numérateurs, 
comme dans le cas de trois inconnues. 

Mais nonf nVn dirons pas davantage sur cet objet, parce que les équa- 
tions numériques que Ton peut avoir à traiter, se résolvent ordinairement 
d^une manière plus abrégée que par Papplication des formules générales. 
Il y a même plus, c^est que Temploi des formules générales peut conduire 
à des valeurs qui ne conviennent pas aux équations proposées. Par ex., 
soient les deux systèmes d^équations 



ax -j- 3y -j- az =• 7 

3x-j-6y-i-4'»=i^ 



iix— 8y+ 6z = 49 
5x — iay+ 9z=i6 
4x — aoy -{- i5z = i5. 
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Dans ces deux systèmes, les formules domieraient 

Cependant, en opérant directement sur les ëqnations, on trouve, dans le 
premier système, * = i, ^ ±= J et « = |, et dans le second , x = 5, 
y = 00 et 2 =: 00. Efiectirement,* en prenant x=:i dans le premier sys- 
tème et a: =1:5 dans le second, il viendra 



3y -|- az =: 5 
3y + a» = 5 
3y -j- as = 5 



4y — 3ï =s 3 
4y — 3z = 3 
4y — 3zr=i. 



D^oà Ton voit que les inconnues j^ et z sont indéterminées dans le pre- 
mier système (156), et impossibles ou infinies dans le second (156)* 

161* Nous devons faire observer encore que chercher dans quels cas 
les inconnues de plusieurs équations, sont positif es ^ ou négatives y ou 
infinies y on indéterminées ^ c^est discuter ces équations. La discussion 
des équations générales du premier degré avec autant dMnoonnues, de- 
vient très-longue, lorsquHl y a plus de deux équations; et d^ailleurs elle 
est sans aucune utilité réelle, puisqu'elle fait partie de la discussion des 
problèmes du premier degré, que nous donnerons complètement, dans 
la suite. C'est pourquoi nous nous bornerons ici a indiquer aux élèves 
le seul cas où les seconds membres <£, d', dJ\ des trois équations géné- 
rales, sont nuls. Alors, en posant xzzzzx^ et^n=:z^, dans ces équations, 
on trouve que suivant que le dénominateur commun aux valeurs gén^ 
raies, nVst pas ou est zéro^, les inconnues proposées sont nulles ou indé- 
terminées* 

Problèmes du'premier degré. 

162. Les équations servent à exprimer d'une manière abrégée 
les raisonnemens et les opérations que nécessite la solution d'un 
problème, c'est-à-dire la détermination des inconnues que ce pro- 
blème renferme. Le problème est toujours de même degré que son 
équation finale. 

La solution d'un problème est composée de deux parties distinC' 
tes : dans la première on met le problème en équaiions et dans la 
seconde on résout ces équations. 

11 y a bien une troisième partie; qui consiste à faire la preuve 
du problème, c'est-à-dire à vérifier si les valeurs trouvées pour les 
inconnues, satisfont à toutes les conditions de la question; mais le 
plus souvent on peut se dispenser d'opérer cette vérification, parce 
que les équations du problème n'étant le plus souvent que sa preuve 
indiquée, les valeurs des inconnues, qui satisfont à ces équations^ 
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satisfont aussi an problème : il n'y a d'exception que quand l'énoncé 
renferme des eanditians farHcuUbrei, qui n'entrent pas dans les 
équations. 

163. Pour mêtirê un prohlhme eh équations , il sttfflt ten 
indiquer la preuve; et yoicî comment : On représente d'abord les 
nombres donnés par des cbif&es ou des lettres, et les nombres in-* 
connus par les dernières lettres ; ensuite on s'attache à bien com- 
prendre l'énoncé, c'est-à-dire à bien reconnaître quelles opérations 
on devrait effectuer sur les nombres connus et inconnus, pour véri-^ 
fier ces derniers, si leurs valeurs étaient calculées, et on indique 
ces opérations à mesure qu'on les découvre. Cela conduit toujours 
à égaler entre elles certaines quantités algébriques. 

Par ex. , partager 60 en deux parties telles , que le septâme de 
Tune soit égal au huitième de f autre. 

En désignant par x la première partie cbercbée, la seconde sera 
60 — a:; et d'après l'énoncé, on aura 

x_6o-^ d'où a: = 28 et 60 — ar = 32. 
7 8 

Un fermier distribue 1520 centimes à 25 ouvriers, en donnant 
80 centimes par tête aux uns et 50 par tête aux autres; combien 
y en a-t-il des uns et des autres ? 

Soit X le nombi*e des premiers ; celui des seconds sera donc 25 
— 07, et l'on doit avoir évidemment 

80a: + 50 (25 — x) = il20 ; d'où résulte a: în 9. 

n y a donc 9 ouvriers recevant chacun 80 centimes, et 25 — 9 on 
16 recevant 50 centimes chacun. 

Une femme au marché adhhte un certain nombre de pommes 
à raison de 5 pour 2^; elle les revend ensuite j une moitié à 2 
powrV^, Vautre moitié à 3 pour V^ et perd 1*^ sur le tout. Corn-* 
^ien avait-elle acheté de pommes ? 

Soit X ce nombre de pommes : elles les a donc payées -^ et re-> 

Tendues 7 + ;ê5 ^^^^ puisqu'elle a perdu 1»^, il faut que 

-^m-r + g + l; ce qui donne x = 60. 

La femme avait donc acheté 60 pommes ^ et il est aisé d'en faire 
la preuve. 

Si un homme était mort 12 ans plus tôt, il aurait été marié U 
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Heri de sa vie; mais s'il eût vécu encore 8 ans, il eût Sti marU 
pendant les 4 septièmes de son âge. A quel âge esPil mort, et 
pendant combien tannées a-t-il StS marié? 

' Soit X l'âge auquel cet bomme est panrenii et j' le temps pen« 
dant lequel il a été marié : comme à sa mort il était encore iuarié| 
il est clair que le problème fournit les deux équations 

j^-12 = ^" et j.+ 8 = ^(x+8). 

Résolyant ces équations ; on trouyera j? = 48 et ^ = 24. 

164. Dans l'analyse algébrique, on fait un usage fréquéht de 
Vinierprétation des valeurs. Or, interpréter une valeur, c'est trou- 
ver l'énoncé du problème qu'elle résout ; ce qui se fait généralement 
en changeant la nature, soit de ïinconnue, soit de quelques nom- 
hres donnés, puis en traduisant les équations en langage ordi-' 
noire, Nous aurons plusieurs exemples de ces sortes d'interpréta- 
tions, et le suivant suffira pour montrer en quoi elles consistent : 

Une personne veut distribuer une certaine somme t argent à 
des pauvres; en donnant i'^à chacun, il lui reste 7*^/ et si elle 
donne k"^ à chaque pauvre, il lui manquera 6^. Quel est le nomn 
hre X de pauvres f 

On aura évidemment la seule équation 

kx — 6:^2x + ly d'où ar = e|. 

Cette valeur satisfait bien à l'équation proposée ; maïs elle ne con- 
vient pas au problème ; car un nombre de pauvres ne saurait être 
fractionnaire : le problème est donc impossible ; et cette impossi- 
bilité vient de la condition particulière que le nombre de pauvres 
soit entier. Car cette condition n'entrant pas et ne pouvant entrer 
dans l'équation du problème, l'inconnue x n'est pas assujétie à y 
satisfaire. En général, left valeurs trouvées ne doivent satisfaire 
qu'à celles des conditions du problème, exprimées par les équations. 

Bien que le problème proposé soit impossible , avec les données 
précédentes, la valeur ;r =: 6| résout cependant un problème ana-^ 
logue, dans lequel l'inconnue n'est plus assujétie à être un nombre 
entier; et pour avoir l'énoncé de ce nouveau problème, il suffit 
d'interpréter la valeur précédente, en changeant l'espèce de quel- 
ques nombres. Or , comme les prodnita 4:c et 2x seront toujours 
des nombres de sous, soit que x exprime des sous, soit que 4 et 2 
en désignent \ on voit que le problème résolu par x= 6f , est celui- 
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ci : Une personne veut distribuer une certaine somme à deux 
pauvres; en donnant à chacun x"^, il lui reste V; maie eUl y 
avait 4 pauvres et qi/ elle voulût encore donner la même somme 
1^ à chacun, il lui manquerait 6^. Combien chaque pauvre a-t4l 
repu? Résolvant y en effet ^ ce nouveau problème , on trouvera x 
== 6^|. Et on peut observer que dans les deux problèmes^ la somme 
distribuée, est 2(K. 

165. Une personne a des Jetons dans les deux maine : si elle 
en fait passer ai de la droite dans la gauche, celle-ci en aura 
m fois autant que Poutre ; mais si elle en passe h de la gauche 
dans la droite, cette dernière en aura m fois autant que la pre^ 
mihre» Combien avait-elle de jetons dans chaque main? 

8oit X le nombre de jetons de la main droite et jr celui de la 
gauche : on aura évidemment les deux é({uations 

jr^arz:m[x^a) et a7+ J=im(j"— 5), 

Résolvant ces équations, et divisant les deux termes de chaque 
fraction par le facteur commun m -f- 1 ; qui ne saurait devenir 
nul, on trouvera 

x:=z — et rr= ' — • 

m — I •' m — i 

Si l'on suppose a=:8, 6=1 et m= 10, on aura xr::z9 et ^=2. 
Mais si l'on prend a=8, 5=14 et m=6, il viendra :r=^ et 
jr=:^f valeurs qui satisfont aux équations proposées, sans conve- 
nir au problème. Dans ce cas, pour avoir le problème résolu, il 
suffira de changer l'espèce des nombres a, b, x et jr, et de leur 
faire exprimer, par exemple, des francs» 

On pourrait prendre pour inconnues, deux quelconques des cinq 
quantités a, b^m^ xetj")ei alors les deux éqaations précédentes 
fourniraient les formules de neuf nouveaux problèmes, que nous 
laissons à énoncer. 

166. Combien trois vases k, B, C, contiennent-ils Seau eha^ 
eun? On euppose que sikee vidait unîformSmeni dans B, B dans 
CetC dans un quatrième vase D tide, eeluM contiendrait 21 foie 
autant Seau que B en avait; 2^ pendant que lee vasee BetC per^ 
draient une certaine quantité Seau chacun, B en recevrait lee 2 
Hors et G autant de fois nunns que B en contenait Sabord, 

Soient X, y^ % les nombres respectifs de litres d'eau contenus 
d'abord dans les vases A; B, G« D'après l'éaoncé, puisque quand 
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le Taae B se vide, 3 reçoit les 2 tiers de A ^ il s'ensuit que les x 
litres que B a reçns de A^ ne sont que les 2 tiers de toute l'eau que 
B a perdue; on a donc cette première équation :r == -j {x-\'y). 

De même, pendant que le vase C se vide, il reçoit^ fois moinsf 
d'eau de B; donc les x -f-^ litres que C a reçus de B sont la jr^* 
partie de toute l'eau que G a perdue; on a par conséquent cette 

seconde équation a: +^ = ^ (a: +^ -j- z). 

y 

On a d'ailleurs la troisième équation a? -{-^ -}- ^ = ^V"* ^ 
trois équations donnent xzzzlk^ yz=.l etjc= 126. 

167, TVotf joueur* de foree^ inégale, cotiviennent que le ga^ 
gnant recevra de chacun des deux autres j savoir : 9l francs si ce 
gagnant est le premier joueur, hfr, si t^est le second et cfr, si 
if est le troisième, jiprès d parties, ils sont dans le même cas que 
^ils entraient au jeu. Quel est le nombre de parties gagnées par 
chaque joueur? 

Soient XfjTy ty les nombres de parties gagnées par les 1®'; 2^^% 
3ine joueurs : le premier a reçu 2suc fr. et donné h^'^^ctît.) donc 
puisqu'à la fin du jeu, il n'a ni gagné ni perdu, il faut que 2ax 
'^hjT'^czzzzo. Ainsi le problème fournit les quatre équations : 

x+y + z:=zd, 
2ax — hjr — cz = G, 
2bjr — ar^erzzo, 
2cz — aX'^^bj'ziz G. 

Ces quatre équations n'en font réellement que trois , parce que la 
dernière n'est qu'une conséquence des deux précédentes. Posant 
pour abréger I a& -]" ^^ 4" bczizp^ ces équations donneront 

^ bed __^ acd __ ahd 

Sia = 2, * = 3, i? = 4et d=13; onaura/ir=:26, ar = e, 
^• = 4 et iî=2. 

168. Quelle somme % faudrait-il donner au commencement da 
chaque camée, povrqiien donnant aussi à la fin, hfr. sur chaque 
cfr, qv^on doit pendant cette année, on eût acquitté, au bout do 
2 ans, une somme a qi/on vient Remprunter? 

n est aisé de voir que l'équation de ce problème est 

û_2x— -(a— a?)— -(a— 2ar) + ~(a— x) = o; 



d'où l'on tire x 1= 
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b* — 36c4-2c« 

Lorsque 5 = <?, cette formule devient a: = j : et comme J = <? 
rend nul le premier membre de l'ëquation proposée , il s'ensuit que 
le problème serait indéterminé , s'il ne renfermait pas la condition 
particulière d'avoir x=o, lorsque hz=.e. Effectivement , supposer 
<;=:&, c'est supposer qu'au bout de chaque année ^ on paye h fr. 
sur cbaque h fr. qu'on doit \ on paye donc tout ce qu'on doit pen- 
dant cette année ; la somme x qu'il fallait donner au commence 
ment^ doit donc être nulle. 

Supprimant le facteur h — e commun aux deux termes de Xf 
on obtient «(i — c) 

5 — ac ' 

et cette formule , qui donne a; = o^ dès que 5 = c, provient de 
l'équation que l'on trouve ^ soit en divisant les deux membres de 

l'équation proposée par 1 ^ soit en observant que la somme 

a— •2a:-— - (a — x), due pendant la seconde année , est nécessai- 
rement nulle ^ puisqu'en en soustrayant ses -, il doit rester 0. On 
généralise davantage ce problème, en l'énonçant conmie il suit : 

Quelle somme TifauâraiHl payer au commencement de chaque 
année, pour qu'en payant aussi à la fin, hjr, sur chaque cjr, 
qu'on doit pendant cette année, on eût acquitté une somme a au 
bout de n années ? Ce problème général se résoudra par une mé- 
thode analogue à celle que nous allons employer dans le problème 
très-remarquable que, voici : 

169. Deux vases A et B, contiennent des mélanges éPeau et d$ 
vin tels, que sur les a litres qui corhposent le premier mélange, 
il s'en trouve c tPeau, et sur les h litres qui composent le second, 
il y en ad d'eau. On a deux mesures égales, dont la contenance 
commune est de x litres ^ et qu'on remplit en même temps dans 
les deux vases A et B, pour verser ensuite dans chacun le liquide 
extrait de Vautre. Aprhs avoir fait n — 1 autres fois cette opé^ 
ration, on demande, 1^ combien il y a alors éPeau et de vin dans 
chaque vase; 2° quelle doit être la contenance commune x, pour 
que les deux derniers mélanges soient exactement de même nature? 

1° n est clair que les deux vases A et B contiendront toujours 
les mêmes quantités a et 5 de liquide, après chaque opération. Soit 
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R la qaanlîté d'eau contenue dans le vase A^ avant la v"^^ opëra- 
tion ; l'eau contenue dans le vase B, avant la même opération , sera 
évidemment c+ cî — R. Or, prendre x litres sur a litres , c'est 

% 

4P mm ^ft 

prendre le - de a litres ; c'est donc prendre les - de l'eau et les - 

du vin qui composent le liquide a, puisque l'eau et le vin y sont 
exactement mêlés. Ainsi par la v^^ opération, on extrait du vase A, 

-R litres d'eau, et du vase B, j (c-f-<^— R) li*w8 d'eau. Donc 

après cette opération, le vase A contient une quantité d'eau expri- 
mée par / •: x\ X 

XX X 

en posant, pour abréger, m=:l— -j et ^=i:~(c-f-rf). 

L'expression tnK + k montre que pour avoir Veau contenue 
dans U vase k, après une opération quelconque j il faut multi^ 
plier par m Peau qu^il renfermait aifant et ajouter k au produit. 
D'après cela, puisque le vase A contenait d'abord c litres d'eau, il 
en contiendra, après los opérations 1'% 2% 3% 4<>, ..., n% respec- 
tivement 

cwt-J-^, ont -j-Awi-^-A, cm -^-^wi -J-^wt-J-^, 

cm^-j-Aw» -j-^m'-j- Am-|-A, ..., 

cm^J^^k + km + km*+km^+*''+km'*'^*+km'^''\ 

Ainsi la quantité d'eau, contenue dans le vase A, après la nième 
opération, est 

La quantité entre parenthèses représente le quotient de 1 — m^ par 
1 — ffi (52) ; et c'est d'ailleurs ce qu'on peut vérifier, en représen- 
tant cette quantité par S, puis en soustrayant la valeur de mS de 
celle de S. Ainsi on a 

t r= cm'* + k • 

1 — m 

Substituant la valeur de k et celle de m, au dénominateur, on aura, 
toutes réductions faites, 

Avec cette valeur de 2, on aura aisément les quantités de vin et 
d'eau contenues dans les deux vases, après la n^ opération. Comme 

6 



V 
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ffl ^ 1, on peut faire n^ 00. Et il est bon de remarquer la marcIie 
■aivie dans k solution précédente, parce qu'elle peut être employée 
dans un grand nombre de problèmes. 

2° Puiscpi'après la n'"' opération, le vase A contient toujours a 
litres de liquide , chaque litre sera le a"" de ce liquide , et contiendra 
par coméquent le a^' de l'eau s qu'il renferme. De même, chaque 
litre du mélai^ dans le yase B, contient le b^'Ae l'eau e^^-d- — x 
que ce mélange renferme. Or, pour que les deux derniers mélanges 
soient exactement de mËme nature, il (àut qu'un litre du premier 
contienne autant d'eau qu'un litre du second ; on a par conséquent 

Si^titnant la yàleur (1) de x, puis supprimant le dénominateur 
commun a-}- ^> "insi que le tenue commun aux deux membres, 
fl Tient (he — oi)m''=zo ... (2). 

Lorsque lc=::ad,ùaqjKa\blleld, l'équation (2] est satisfaite, 
quelle que soit la valeur de x, renfermée dans m", et te problème 
est indéterminé. C'est aussi ce que montre l'équation (1); car cette 
équation devenant alors zz=cj <m voit que quelque mnIlipUées que 
soient les opérations et qnalqoe valeur qu'on donne k x, l'état des 
deux mélanges demeure invariable. 

Si te n'est pas égal à ad, l'équation (2) donnera nécessairement 
m" :^ , et par conséquent m^=^o; d'où l'on tire 

Comme celte valeur ne dépend pas de», et que m''=o ne peut 
avoir lieu que quand n n'est pas nul , on voit qu'en donnant à x la 
valeur (3), les deux mâanges seront exactement de même nature, 
dès la première opération. C'est encore ce que montre la formule 
(1), qui se réduit à son second terme, par m = a. 
, Si o = 36, 6=!2,c = 6, <i^=3, x = 8et i = 6, la for- 
mule (1) donnera n = 2. 

170. Une miré tt tet n enfant ont à »e partager a mille Jr., 
di manâre que ehaçae enjani, à partir du plutj»une, prendra 
autant d» mille Jranct ^il a d'annéee et nt nu le c"« du reele. 
Par cette ditpoeition, lei vnfane ont det part» igaht et la nùre 
TtfoHwi nembre de mille Jrance margui par la lomms detdgei 
de ue enfant. Queh tmi leurt dget re^eeiift? 



( 83 ) . 

Soit if l'âge da v î^me enfant, f fe part de chacnn et R ce qui 
reste pour la mère. Ce qui reste de la somme a, avant que le v^^ 
enfant reçoive sa part f^ est évidemment a — [y — l)jp; ainsi; 
d'après la condition du problème^ on a 

iZ-l i tL =/>; dou «/=!> — i—-|--Jtl 



V. 
i " c — 1 



Représentons , pour abréger , cette valeur par t;'= A -^ ^ ^ si nons 
y faisons snccessivement t;=l,2,d, 4, ...,», et que nous ajou- 
tions entre elles les n valeurs qui en résultent, la somme, d'après 
l'énoncé; exprimera la part R de la mère; il viendra donc 

R=:*n + *(l.+ 2 + 3 + 4H h»)- 

Blaîs on a évidenmient l'identité 

Si on y prend successivement t; = 1,2,3,4, ...,n, et qu'on 
ajoute entre elles les n égalités résultantes, on aura, en réduisant 
dans le second membre, 

1 + 2 + 3 + 4 4 |-n = i7i(n+l). 

Substituant cette valeur, ainsi que celles de A et A, dans R; obser- 
vant d'ailleurs que R = a •— np j on aura 

« «« — «« g» , »;>(/! + i) 

Résolvant cette équation par rapport hp^il viendra, pour résoudre 

le problème proposé, les formules 

♦ aa(c + n — i) , ;>(c + t; — i) — a 

« = —7^ — r 7^ et v'zr:^^ — ■ ^ 

-•^ /i(4c + /i — 3) c — 1 

Par exemple, si a = 135, c =:= 10 et t* = 6, on aura p=^18 e.t 
v'rr: 3 + 2v ; les âges des enfans sont donc respectivement 5,7, 
9, 11 et 13 ans. Il est aisé d'en faire la preuve, et de voir que le 
problème serait impossible, si l'on trouvait une valeur négative pour 
i/. La part R de la mère est nulle, lorsque np = a; d'où nr:^2c 
— 1. Mais il est clair qu'alors le probité est absurde. 

171. Voici plusieurs problèmes, propres à exercer les élèves : 

I. Le frère et la sœur ont ensemble ^5^, sur lesquels ils dépensent 35^, 
et il se trouve que le frère dépense la moitié de ce qu^il avait et la sœur 
le tiers. Combien avaient-ils chacun? (R. 6o^ et i5^.) 

n. Deux coupons d^un même drap coûtent respectivement 6o et 78^. 
Si le prix de Taune diminuait de 1^, le second coupon coûterait loS de 
planque le premier. Quel est le prix de Faune? ( R. 3^.) 
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m. Si on compte les mottUms d^im tionpeaa 7 à 9, il en restera 1, et 
si on les compte iiàii^îLen restera lo. Qael est ce nombre de moutons^ 
sachant qae le nombre de fois qu^on peut y prendre 7 moulons surpasse 
•de 3 le nombre de fois ^^on peut y en prendre 1 1 ? (R. 43.) 

IV. L^Âge d^on père était , il y a a ans, quadruple de celui de son fils, 
et dans 10 ans il a^en sera plus que le double» Quels sont leurs âges ac-. 
4uukf (R. a6 et 8 ans.) 

V. Des joueurs contiennent que Tenjen sera \^\ le jeu ^nt termine, 
deux joueurs se retirent, Fun aTec 39^ de gain et Tautre avec 1^ de perte : 
aussi le premier a-t-il gagné 10 parties et le second seulement 3. Combien 
y ayait-il de joueurs et combien ont-ils joué de parties? (R. 5 joueurs et 
1 1 parties^ valeurs qui ne satisfont pas au problème, à cause de la condi- 
tion particulière qu'il y ait au moins la parties.) 

VI. Si une pièce d^élofiê avait 4 aunes de plus et que Panne coûtât 3^ 
de moins, on la paierait 4o^ de moins. Mais si elle avait a aunes de moins 
et que Taune coûtât 5^ de plus, on la paierait 74^ de plus. Combien a-t- 
•die d^aunes et quel -est le prix de chacune? (R. ao aunes à 8^.) 

Vn. Deux écoliers devant se partager également a8 oranges, se quereU 
lent et chacun en prend ce qu^il peut attraper. Leur querelle étant finie, 
le premier re^it le 5* des oranges prises par le second et celui-ci le tiers 
de celles prises par le premier; alors ils en ont chacun i4* Combien 
avaient-ils pris d^oranges chacun? (R. Le premier 18 et Tautre 10.) 

Vin. Trois joueurs conviennent qu^après chaque partie, les deux per- 
dans donneront au gagnant , chacun la moitié de Targent que ce gagnant 
avait en commençant cette partie. Chaque joueur ayant gagné une partie^ 
sort du jeu avec 64^« Combien les joueurs avaient-ils en entrant au jeu? 
/( R. 5o, 65 et 77^ : ce qnW trouverait aussi sans le secours de Falgèbre.) 

K. Si des deux termes d^une fraction, qui se réduit à 4 cinquièmes, 
^n soustrait respectivenfent les deux termes dWe firaction, qui se réd^t 
■à 6 septièmes, la nouvelle fraction vaudra a tiers et la somme de ses termes 
sera ao. Quelles scmt les deux premières fractions? ^R. |^ ^^||*) 

X* On a trois lingots contenant, le premier 7 onces d^or, 8 d^argent 
«t 1 de cuivre ; le second 5 onces d^or, 7 d^argent et 4 àe cuivre ; le troi^ 
sième a onces d^or, 9 d^argent et 5 de cuivre. Combien Êiut-il prendre 
de chacun de ces lingots pour en former un quatrième, contenant 79 sei- 
zièmes d^once dW, laa seizièmes d^onoe d^argent et 55 seizièmes dWce 
de cuivre? (R« 4 onces do premier, 9 4n second et 3 du troisième.) 

XL Trouver trois nombres tels, 1^ que chacun surpasse celai qui le 
précède immédiatement du même nombre donné a \ a° que si on les aug- 
mente chacun dW même nombre donné 3, la somme de leurs produits 
deux à deux soit augmentée de bc» [Le premier vaut g (c — 3£)— â.] 

Xn. La somme des quatre chiffres dW nombre, inconnu est 17 ; si 
Von supprime successivement le premier, le deuxième et le troisième 
«hifire à droite, et si on retranche les nombres résultans successivement 



C 86 ) 

hors da premier, les restes seront 6358, 636o et 63oo. Quel est oe Bom*' 

bref (R. 7064.) 

a 

Xm. On tire les - d*un tonneau de vin et on r remet b litres de ce 

c 

' vin ; on fait deux fois de suite ces deux opérations successives, et alors iJt< 

reste dans le tonnean 36 • litres de vin* Combien y en avait-il d^a- 

c 

bord dans le tonneau? ( On verra aisëment pourquoi ce problème est in- 
déterminé , lorsque c=a.) 

XIV# Quelle somme x faut-il partager à n pauvres, pour que chacun 

i recevant h francs plus le aiéme de ce quV laissé le précédent, le dernier 

I laisse c francs , après avoir pris sa pari ? [ R. x =a laù -)- c ) rr^ -~ au et 

I 7n=al{a — i). Mêmes raisonnemens quVu n** 169. On peut varier de 

bien des manières ces sortes de problèmes : par exemple, on yerse dans 

' le vase B le «™* de Teau du vase A, pois dans À le c™* de Teau contenue 

alors dans B. Après avoir fait n fois successives cette double opération, 

les vases A et B contiennent respectivement acib litres d^eau. Combien 

9 enavaientrils d^abordfl 

XV. On a payé respectivement a, ^, c fr. à trois troupes d^onvriers, 
gagnant le même salaire, et les deux dernières contenant chacune deux 
ouvriers de moins que la première, Tune ayant travaillé 3 jours de moins 
et Tautre 3 jours de plus que cette première. Combien y avait-il d^ouvriers^ 

dans chaque troupe? f R. La première en contenait • ^-r • ] 

XVI. Un livre est tel , que sUl y avait une page de plus, une ligne do 
plus à chaque page et une lettre de plus a chaque ligne, il renfermerait 
45a 1 lettres de plus; et s^il y avait une page de moins, une L'gne de moins, 
à chaque page. et une lettre de moins à chaque ligne, il contiendrait 4a8ic 
lettres de moins. Trouver les nombres respectiÊr de pages du livre , de- 
lignes de chaque page et de lettres de chaque ligne, sachant que le pre- 
mier nombre vaut la somme des deux autres et que le second surpasse l& 
troisième. (R. 60 pages, ^o lignes et ao lettres.) 

XVII. Trouver six nombres teh, qne la somme ^es deux premiers,, 
celle des deux derniers et celle des deux autres, donnent chacune le même 
nombre a ; et qu^en prenant b fois respectivement le 3f ^ le 5? et le 2", ont 

ait le 1*', le 4' <^ le dernier, f Le 3." vaut ■ * \ 

XVIII. A dimensions égales le d^ap de Sedan ne vaut que les 6 sep- 
tièmes du drap de Verviers. Si les prix de ces draps venaient à diminuer,, 
de manière que celui de Verviers coûtât 1^0 fr. de moins par aune, loa 
aunes du drap de Sedan à 7 huitièmes , coûteraient alors autant que 96 
aunes de drap de Verviers à 5 huitièmes, avant la diminution. Quel était 
à cette époque , le prix d^uoc aune de dcap de Verviers à 5 huitièmes ? 
(R. 50^) 

XIX. Trouver les termes » et v^ « et jr, de deu& fractions, dont 5 
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quftrts est la somme et i quart la différence. On saX qne 17 est la somme 
de leurs numérateurs et a6 celle de leurs dénominateurs* (uz=z 12^ vz=z 
16, ap=:5 ety:= 10.) 

XX. Trouver trois nombres tels, qu^en les divisant respectivement par 
m, n, p^ les trois quotiens soient égaux, et qu^en les augmentant respec- 
tivement de a, £, c, la somme de leurs produits deux à deux soit aug-- 
mentëe de d, 

XXI. Depuis qu^un père avait Page actuel de son fils , il s^est écoulé 
un nombre d^annocs tel que Tâge du fils est devenu a fois ce quUl était 
alors; et quand Tâge du fils vaudra Tâge actuel du père, les deiK âges 
réunis feront b années de plus qu^à prient. Quels sont les âges actuels 

du père et du filsf R. ^ ^ et -—- r. 

*^ L a(a — 1) 2(a — i)J 

XXII. Six ouvriers en 6 heures ont évacué Tean contenue dans un 
bassin et celle arrivée pendant ce temps ; il en est de même de 8 ouvriers 
en 3 heures pour un second bassin, et de i5 ouvriers en 4 heures pour 
un troisième. On sait que la quantité totale d^eau évacuée est 36o barils; 
que les ouvriers travaillent tous également vite , et que pendant qu^ils 
sortent une certaine quantité d^eau hors dVn bassin, il en arrive unifor- 
mément 3 fois inoins pour le premier bassin , 8 fois moins pour le second 

^et 6 fois moins pour le troisième. On demande combien il y avait d^abord 
d^eau dans chaque bassin et combien il en est arrivé dans chacun f (R. 
Il y en avait 73 , 63 et i5o barils^ il en est arrivé 36, 9 et 3o.) 

Des Solutions négatives et de la Discussion des 

Problèmes. 

172. Le calcul des quantités négatives isolées reçoit, dans la 
solution des problèmes, d'importantes applications, dont nous allons 
étudier les principes. Remarquons d'abord qu'il existe des grandeurs 
de natureg ou ^acceptiont opposiei. Telles sont, par exemple, 16 
d'augmentgtion et 16 de diminution ; 1000 fr. de biens et 1000 fr. 
de dettes; 15 jours avant et 15 jours après; 10 années passées et 
10 années à venir ; 100 florins de recette et 100 florins de dépense ; 
6 fr. de gain et 6 fr. de perte ; 9 degrés de chaleur et 9 degrés de 
froid ; 8 mètres de hauteur et 8 mètres de profondeur ; une distance 
à droite et une distance égale à gauche ; ainsi des autres. Cela posé : 

173. Toute quanliU prise dont une aecepti&n eenirairej doit 
recevoir le rigne •— ^ partout ou elle se trouve. 

Il est clair effectivement, que dès qu'une quantité e est prise 
dans une acception contraire, elle augmente nécessairement tout 
oc qu'elle diminuait , et diminue tout ce qu'elle augmentait : de 
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sorte qne si l'on avait d'abord a-f-Se et a-— 4c, on aura ensuite a — 
de et a -f- 4c ; ce qui revient à changer c en — c dans a -^ 3c et 
a — 4c, car alors il viendra a -^ 3 ( — c) et a — 4 ( — c) ou a — 
de et a -)- 4c. On voit donc que quand une quantité c est prise dans 
une acception opposée, elle doit devenir — c, c'est-à-dire recevoir 
le signe — partout où elle se trouve (*). 

174. Il suit de là que pour (woir sur-îê-ehamp la formule du 
proUeme qu^on obtient en prenant en sent contraire une quantité 
c éPvn problhme proposé, il suffit de changer c cit *— c dans la 
formule de ce proposé. Ce qui dispense de recommencer, pour le 
nouveau problème, les raisonnemens et les calculs qui ont fourni 
la formule du premier. 

Par exemple, trouver le nombre x ^heures quUlfoudrait à deux 
ouvriers pour remplir un tonneau de a mesures, sachant que par 
heure le premier yfoit entrer h mesures et le second c f 

n est clair qu'on aura bx-A-cxziza; d'où xzrz-;—, — • 

Si on prend c dans une acception opposée, on aura ce nouveau 
problème : TVouver le nombre x d'heures q%^ il faudrait à deux 
ouvriers pour remplir un tonneau vide de a mesures, sachant que 
par heure le premier yfoit entrer b mesures et le second enfoU 
sortir c f 

Puisque c est pris en sens contraire, on aura sur-le-chàmp,, 
comme on Fa dit (173), la formule du nouveau problème, en chan- 
geant c en ^- c dans la formule du premier ^ ce qui donnera 



On trouve effectivement cette formule, en résolvant directement 
le nouveau problème. 

(*) Supposons qn^un ouvrier ait pour a francs de biens : suivant qu^iî 
gagnera ou qu^il' perdra h francs, Tetat de sa fortune sera a-f-d ou a — b^ 
et dans ces deux e'tats la quantité b aura des acceptions opposées, puisque 
dans le premier b désigne un gain et dans le second une perte. Or, l'un 
de ces états devient Pautre, i** en y prenant b en sens contraire et en 
changeant i& en — b*^i° eay changeant ^ en — ^ et en prenant b en sens 
contraire. D^où il suit, i° que toute quantité prise dans une acception 
opposée^ doit recevoir le signe -—partout oh elle se trouye; a° que réci- 
proquement, toute quantité dont là valeur aje signe ^-^^ doit être prise 
dans une acception- eoniraire,. 



N 
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175. Touiê quanUti qui devient négative, doit être prise dan* 
une acception contraire, Ea effet ^ puisque la quantité x devient 

— a?, il est clair que a-\'X devient a + ( — a:) ou a — a:, et qve 
a — ix devient a — 3 ( — a:) ou a + ^x, La quantité x diminue 
donc tout ce qu'elle augmentait et augmente tout ce qu'elle dini* 
nuait ^ X reçoit par conséquent une acception contraire. 

Cela vient uniquement de ce qu'on applique les formules e:: les 
règles algébriques, quels que soient les nombres employés ; et voici 
trois exemples bien propres à vérifier le princip'e précédent. 

1^ Si X désire le nombre Sannèet qui doivent encore e'ècou^ 
1er, pour qu'un pire, âgé de h ans, ait 2 foU tâge de son jiU, 
qui a c ant; il est clair qu'on aura 

5 + a^=:2(c + a7); d'où a:= J — 2e. 

On veut que cette formule ait lieu pour toutes les valeurs de 5 et c : 
donc quand h vaudra 60 ans et c 32 ans, cette formule donnera 
a: = 60 — 64 = — 4 ans. En sorte qu'il devrait encore s'écouler 

— 4 années pour que l'âge du père fût double de celui du fils. Mais 
il y a déjà 4 ans que l'âge du père était double de celui du fils, puis- 
qu'alors l'âge du père était 60 — 4 ou 56 ans, et celui de son fils 
32 — 4 ou 28 ans : donc — 4 annèct à écouler sont réellement k 
années déjà écoulées» 

2^ On sait que pour avoir les Mens réels £un homme, qui a 
des dettes, ûfaut soustraire la somme qu'il doit de celle qu'il 
possède. Cette règle considérée comme vraie pour toutes les valeurs 
des nombres indéterminés qui la composent, s'appliquera au cas où 
un homme aurait 12 fr. et en devrait 16 ; elle donnera donc 12 — 
16 ou — 4*fr. pour les biens réels de cet homme. Mais ce même 
homme n'ayant que 12 fr., n'en peut payer que 12 des 16 qu'il 
doit ; il en devra donc encore 4. De sorte que — 4yr. de biens font 
réellement ^fr, de dettes. 

3° Enfin, pour connaître de combien de lieues un voyageur, 
B A placé en k, serait encore en arrière du point B^ 
après avoir parcouru un certain chemin , il faut soustraire ce 
chemin de la distance AB. Cette règle appliquée au cas où AB vau^ 
drait 7 lieues et le chemin parcouru 11 lieues, donnera 7 — 11 ou 
'—4 lieues, pour la distance dont le voyageur est encore en arrière 
du point B. Mais le voyageur est réellemenl de 4 lieues en avant 
de ce point B, puisqu'il a^ait 7 lieues à faire pour être en B^ et qu'il 
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en a fait 11 : donc itr9 de — 4 ïieues en iorih^ fun point, c'est 
être réellement de 4 lieues en avant de ee point (^), 

176. n est bien prouvé, par ces exemples , que toute quantité 
qui devient négative, doit être prise dans une acception opposée ; 
et il en résulte, que si en résolvant un prohlkme, on trouve une 
valeur négative de la forme x= — y ou — x=:v^ cette valeur v 
résoudra le problhne que donne le proposé en y prenant fincon^- 
nue X en sens contraire. Ce qui fournit ainsi la solution d'un non- 
ireau problème, et utilise les raisonnemens et les calculs effectués, 
qui, sans cela, n'aboutiraient qu'à montrer l'impossibilité du pro- 
blème proposé. 

Par exemple , un homme a 10^/ pi'elle somme x doit-il encore 
gagner, pour avoir 6^? 

n est clair ^ d'après cet énoncé, qu'on doit avoir 

10 + a: = 6; d'où a: = — 4. 

Ainsi pour obtenir or, il faudrait Soustraire 4 de rien ; cbose impos- 
sible : la valeur de x est donc impossible, aussi bien que le pro- 
blème qui l'a donnée ; ce qui est visible d'ailleurs. 

Mais puisque l'inconnue x est négative , elle doit être prise en 
sens contraire (175) ; elle doit donc exprimer une dépense, au lieu 
de désigner un gain. De sorte que le problème résolu par la valeur 
4 est celui-ci : Un homme a 10^* quelle somme x doit-il dépenser, 
pour avoir Q^? 

177. Nous venons de voir que si la valeur de l'inconnue devient 
négative, ellç résout le problème que donne le proposé en y prenant 
cette inconnue en sens opposé (176). Mais il faut, pour cela, que 
l'inconnue x soit censée augmenter ou diminuer une certaine quan- 
tité concrète, de même nature qu'elle, comprise implicitement ou 
explicitement dans l'énoncé du problème : autrement, x ne serait 
pas susceptible d'être prise en sens contraire. 

Dans ce cas, le signe — de la valeur de x provient du cbange- 
ment de signes de quelques autres nombres ; et pour savoir quels 
sont ces nombres, il suffit de substituer — x à x dans les équa^ 

(*) LVxposant positif/» de a indiquant la multiplication de Punîte' par 
«"; l^exposant négatif — n de a devra indiquer Popération contraire, 
c^est-à-dire la division de Tanité par tiP\ on aura donc iT'* =; i C '^^ 
comme on Ta vu (46). 
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tiont proposies, et de traduire les nouvelles équations en langage 
ordinaire. 

£n effet, changer :r en — Xy dans les équations proposées, c'est 
évidemment changer j: en — - or dans tontes les équations qui s'en 
déduisent, et par conséquent dans la dernière â:= — f, qui deTÎent 
alors 1 — j? = — V Q\ix=:Vy valeur qui n'est plus impossible , et 
résout par conséquent un problème. Or, les équations fournies en 
changeant xen—^x dans les proposées , donnent nécessairement 
xr=zvj et appartiennent conséquemment au nouveau problème. 
On aura donc l'énoncé de ce problème en traduikint les nouvelles 
équations en langage ordinaire. 

Par exemple, quel est le nombre x éP hommes dont le triple 
augmenté de 6 est égal au double moins 20 ? 

Cet énoncé donne 3 a; + 6 = 2:?: — 20 ; d'où a: = — 26. 

Cette valeur négative montre que le problème est impossible ; ce 
qu'on pouvait prévoir d'ailleurs. Et comme un nombre x d'hommes, 
et en général un nombre absolu ^ n'a pas d'acception contraire, il 
faut, pour avoir le problème résolu, substituer — or à jr dans l'équa- 
tion proposée et conséquemment dans ar= — 26^ ce qui donnera 

— 3^ + 6 = — 2:p — 20 et — ar = — 26,' 

ou bien (137) 3ar — 6 = 2ar + 20 et ^ = 26. 

Comparant cette équation à la proposée, on verra que les nom-* 
bres 6 et 20 changent seuls de signes, et que le problème résolu 
par jr = 26 est celui-ci : Quel est le nombre x ^hommes dont le 
triple diminué de 6, est égal au double augmenté de 20 ? 

178. Lorsque le problème est un peu compliqué, la substitution 
de — X à or est le moyen le plus sûr d'avoir une interprétation exacte 
de la solution négative, bien qu'il puisse sufBre alors de prendre 
l'inconnue en sens contraire ; et cette interprétation est générale- 
ment plus facile', lorsque toutes les inconnues et les équations du 
problème sont en évidence, comme dans la question suivante : 100 
hommes sont partagés en trois pelotons x, y^ z^ telsj que le pre- 
mier a 60 individus de moins que le second et 49 de moins que le 
troisibme; combien y ortil d'hommes dans chaque peloton? 

179. De ce qui précède, on peut conclure en général , que si dans 
la formule i^un problème, on change -s. en — x^ a «» — a^ b «n 
^ — b^ etc,, la nouvelle formule résoudra le problème qi^en trouve, 
soit en prenant chacune des quantités x, a, h, etc, dans une ae^ 
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e0ption eontrair», tUl eêtpotiihle, toit en traiuiêanten langage 
ordinaire les équation» fournies par les proposées en y changeant 
aussi xm-^x^aMi— -a^b en^^h, etc. Jh cette manière^ une 
même formule peut, par un simple changement de signes, dans les 
nombres qui la composent, résoudre successivement plusieurs pro- 
blèmes difTérens, et conduire ainsi à des énoncés, qui peut-être ne 
se seraient pas offerts à l'esprit. Cette propriété remarqujdile, vient 
uniquement de la généralité de l'algèbre, fondée principalement sur 
le calcul des quantités négatives isolées; et montre par conséquent 
le but et l'utilité de ce calcul. 

n n'existe pas plus de règle précise pour traduire des équations 
en langage ordinaire, c'est-à-dire en problème, que pour mettre un 
problème en équations. Ces deux traductions sont, en effet, l'une 
inverse de l'autre; mais l'usage apprend bientôt comment on peut 
les effectuer. £n voici encore un exemple : Quel nombre xjautil 
ajouter à trois nombres étonnés a^ b^ c^ pour que le carré de la 
dernière somme soit égal au produit des deux autres ? 

Ona (iî + jr)* = (fl + jr)(i + jr) et xzn J"^^^^ - 

Dans cette formule, on peut changer les signes de a, ou hyOXkCy 
ou dd a et ft, de a et c, de & et c, ou enfin des trois nombres a, &, 
c\ ce qui fournira les formules de sept nouveaux problèmes, dont 
le dernier sera : De quel nombre x faut-il retrancher trois nom- 
bres donnés a^ b^ c^ pour que le carré du dernier reste soit égal 
au produit des deux autres? 

180. Discuter un problème ou des équations, c'est interpréter 
les résultats remarquables auxquels on parvient, en donnant cer- 
taines valeurs numériques aux lettres qui s'y trouvent. Voici un 
problème dont la discussion offre à peu près toutes les circonstances 
qui peuvent se présenter dans les problèmes du premier degré. 

Deux ouvriers possèdent Tun sl florins et Vautre b; quelle 
somme x doivent^ls gagner chacun j pour que le premier ait cfois 
autant que le second? 

n est visible, d'après cet énoncé, qu'on a 

a + jrri:<?(J + jr); d'où xziz • 

Pour opérer la discussion, examinons d'abord les quatre hypo- 
thèses c^l et a'^bCf czzl et a:zzbOf c = l et a^bCf 
c>l et a'^bc. 
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l® Lortqne c^ 1 et «^ 5c; par exemple, lorsque e=3, ar=: 
30 et 5 =: 8 ; on trouve une valeur positive jr= 3, et le problème 
est résolu dam U sens de son ènoneé, comme on peut le vérifier 
d'ailleurs. 

2° Si e= 1 et a-zzhe^ il vient Jr = J, valeur indéterminée, 
comme cela doit être, puisque dans ce cas l'équation proposée de- 
vient identique. Ainsi, lorsque ez= 1 et a :r: 5^, le problème est 
susceptible d'une infinité de solutions difi^érentes. C'est ce qu'on 
peut vérifier d'ailleurs ; car ayant cznl et a zz: be ziz h y le pro- 
blème se réduit alors à celui-ci : Deux ouvriers posshdent Vun et 
t autre h florins; quelle somme x dovoent-ûs gagner chacun, pour 
que U premier ait autant que U second? Or, il est clair que ce 
problème sera toujours bien résolu, quelque nombre qu'on prenne 
pour jr, puisque le premier ouvrier aura toujours h -\' Xy conmie 
le second. 

3® Si c rz 1 et a >• ic, fl viendra * =: oo (144). Cette valeur 
étant infinie, on ne pourra jamais dans ce cas , trouver pour x une 
valeur assez grande ; et par conséquent le problème est impossible. 
Effectivement, ayant alors c = 1 et a ^ 5, le problème demande 
que a-^-x soit égal k h'\'X',ce qui est impossible, puisque a'^b 
donne. nécessairement a'\'X'^b^x. * 

Les solutions infinies , comme les solutions négatives, indiquent 
donc l'absurdité du problème proposé. Mais dans l'un et l'antre 
cas, on peut toujours, en conservant les mêmes données, modifier 
l'énoncé, de manière que le problème devienne possible; et il 
suffit, pour cela, de changer certaines soustractions en additions. 
Ainsi , pour c znl et a^ bc ^ ï\ faudra substituer la somme C'\'l 
à la différence c-— 1 ; ce qui se fera en changeant c en — c et jr en 
• — Xy dans la formule proposée et dans l'équation qui Fa donnée. 
Alors le problème résolu sera : Deux ouvriers ont F un a florins 
de biens et Vautre h de dettes; quelle somme x le premier doitil 
perdre et le second gagner, pour qu'ils aient tous les deux une 
même somme? 

4<> Si ©> 1 et a^C.bc; par exemple, si o:z:z2y a=:20 et bzzz 
15; il viendra jrzr — 10, soustraction impossible; le problème est 
donc impossible lui-même. £n effet, dans ce cas, le premier ouvrier 
n'aura jamais 2 fois autant que le second, comme l'exige alors le 
problème, puisque cet ouvrier ne possède pas 2 fcns autant que le 
second, et qu'il ne gagne pas plus que ce dernier. En un mot. 
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ayant a ^2b et a -)- ^ <^ 26 -|~ 2^, on n'aura jamais a-\-' xsz 
2{b + s). 

D'nn autre côtë^ puisque la valeur 10 de x est négative ^ elle 
résout le problème que donne le proposé en y prenant l'inconnue or 
dans une acception contraire (176), et par conséquent, en deman- 
dant qu'elle tomme x les deux ouvriers doivent dépenser chacun, 
pour que le premier ait 2 fois autant que le second? Effective- 
ment, dans ce cas, le premier ouvrier ayant 20 florins et le second 
15, s'ils dépensent chacun 10 florins, le second ouvrier aura 5 fl. 
et le premier 10, c'est-à-dire 2 fois autant. 

Maintenant, prenons h en sens contraire, c'est-à-dire changeons 
^ en — h (174) \ nous aurons 

a'^xzizci^x — t) et.arzz— 31 — . 

Le problème résolu est donc : Deux ouvriers ont Vun ^florins 
de hiens et Vautre b de dettes; quelle somme x doivenfils gagner 
chacun, pour que le premier ait cfois autant que le second? 

(^ pourrait aussi changer aen — aetien— <ft;on pourrait 

encore supposer a pu h nul. Mais ce que nous venons de dire sufilt 

bien pour faire voir aux commençans que l'algèbre, pourvu que 

l'on connaisse bien son langage, répond toujours, d'une manière 

claire, simple et précise, à toutes les circonstances d'une question. 

181* La discussion des problèmes étant la partie la plus féconde de 
Falgébre , celle qui présente le plus de principes et d^applications, il im- 
porte de se la rendre familière ; et c'est pourquoi nous allons encore dis- 
cuter la question suivante, bien que ce qui précède suffise pour montrer 
comment on peut opérer cette discussion : 

Deux courriers éloignés l'un de Vautre de a lieues^ suivent la même 
route et vont dans le même sens; le premier Jait par heure h lieues et 
le second c lieues. On demande après quelle nombre x d'heures de mar^ 
che^ le second courrier sera encore de d lieues en arrière du premier f 

n est évident qu^en x heures le premier courrier &it bx lieues et le 
second ex lieues. Si le second courrier n'avait pas marché, le premier 
aurait sur lui une avance àe a-^bx lieues \ mais en le poursuivant , le 
second a fait ex lieues \ cette avance se réduit donc à a-^-bx — ex lieues. 
Or, elle doit se réduire à d : donc 

aA-bx — cx'zzdi d'où xz=l r« ' 

• ' c — b 

Cette formule déterminera le nombre x d'heures demandé, tant qu'on 
aura a'^d et c^6. Mais on pourrait aussi avoir a*^d et cr=3, a^=zd 
«tc=:6, a'^de.Xc^b^ a=:<2etc^3, azzzdele'^b^ a^del 
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e^B, Voyons comment il faut interprëter les ydean de x dans les trois 
premiers cas» 

1® Si a ^ <2 et c =: ^, on aura « = oo, et le problème propose sera 
impossible. G^est ce qiOon yërifie d^ailleurs , en observant que les deux 
courriers allant alors également vite et dans le même sens, jamais le second 
ne s^approchera du premier pour réduire kdlà. distance a qui les sépa- 
rait d^abord. 

Dans ce cas, si Ton change b en — ^, le problème résoin, pour a^ 
c2 et c = ^, sera : Veux courriers^ éloignés de a lieues^ vont l'un contre 
Poutre^ sur la même rouie ^ et font chacun b lieues par heure. On de-» 
mande après quel nombre x d^heures de marche^ ils ne seront plus éloi" 
gnés l'un de l'autre que de d lieues» On pourrait aussi cbanger à la fois 
À en -~ ^ et £2 en -~ <2; 

a<* Si a = <2 et c = ^, il viendra f = | : et comme alors IVqnation 
proposée devient identique, il s^ensuit que £ représente réellement une 
quantité indéterminée (141) , et qu^ainsi x est tel nombre d^heures qu^oQ 
voudra. Effectivement, puisque cz=zb\ les deux courriers vont également 
vite et dans le même sens \ donc la distance aT=zd qui les séparait d^a- 
bord, restera toujours <2, quel que soit le nombre x d^heures de marche. 
'3^ Si a ^ ^ et c «^ i&, a — d sera positif et c — b négatif; donc la 
valeur de x sera négative, et le problème proposé impossible (176). Cela 
devait nécessairement arriver ; car le second courrier allant moins vite 
que le premier, ne saurait s^en approcher, pour réduire à £2 la distance 
a qui les séparait d^abord. 

La valeur de x étant négative, elle résout le problème que donne le 
proposé en y prenant Tinconnue x dans une acception opposée, et par 
conséquent en demandant depuis quel nombre x d'heures de marche le 
second courrier était en arrière du premier de d lieues* On peut voir 
d^ailleurs que ce nouveau problème est possible; car ayant a'^d ei c^ 
b^ le second courrier va moins vite que le premier ; donc la distance d 
qui séparait les deux courriers, il j a x heures, a augmenté pendant ce 
temps, pour devenir a. 

Maintenant, si Ton change les acceptions de ^ et £2, en substituant 

a-^-d 
partout — A et — dkbeiKd (174) , le problème résolu par x =5 — -— . , 

sera : Deux courriers^ ayant entre eux une distance de a lieues^ vont 
Vun contre l'autre^ sur la même route ^ et font par heure ^ le premier b 
lieues et le second c lieues. On demande après quel nombre x d'heures 

de marche ces deux courriers se seront dépassés de d lieues. Résolvant, 

a '^d 

en effet, ce nouveau problème, on trouvera x = 7, comme par le 

c -f-^ 

simple changement de ^ en — ^ et de <2 en — c£, dans la formule du 
proposé. 

Dans tous les cas précédons, si Ton fait <2=: o, on aura les formules 
pour la rencontre des courriers. 
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182. Voici encore plusieurs problèmes propres à exercer à l'in- 
terprétation des valeurs : 

I. Quel est le nombre dont la moitié, le tiers, le quart et 5i font une 
somme ëgale à ce nombre? (Interprëter la valeur nëgaiiye.) 

H. Quel nombre x doit-on ajouter à chacun des facteurs a et & dW 
produit, pour que le nouveau produit et le premier se contiennent autant 
de fois que les sommes de leurs facteurs ? ( Interpréter la valeur négative.) 

in. 4o livres d^eau de mer contiennent 8 livres de sel \ combien faut-il 
en 6ter d^eau douce, par Tévaporation, pour que sur 3o liv« du mélange 
restant, ÎL s^en trouve 5 de sel? (Interpréter la valeur négative.) 

IV. n s^est écoulé depuis le lever du soleil, un nombre d^heurcs tel, 
i{ue le temps qui reste encore jusqu^à midi est double de celui depuis 
minuit, et surpasse d^une heure le temps compris entre minuit et le lever 
du soleil. On demande Theure qu^il est et à quelle heure le soleil se lève* 
( Interpréter la valeur négative. ) 

y. Deux ouvriers ont Tun 4o francs et TautM i8; combien de jours 
seront-ils chacun pour que le premier ait a fois autant que le second ? 
On sait que le premier gagne 3 £r. par jour et le second i fr. 5o. (Inter- 
préter la valeur infinie.) 

VI. Trouver la longueur d^un bâton plongé en partie dans Peau* On 
sait qu^en le retirant de 3 ou 4 pieds, la partie dans Peau sera la moitié 
de la partie hors de Peau ou lui sera égale. (Int. les valeurs négatives.) 

VII. Les poids attacha à la corde qui donne le mouvement à une 
horloge , parcourt chacun une longueur de ^ ligne par minute. Deux in- 
sectes, placés d^abord à la même distance du plancher, grimpent, Pun 
sur la partie descendante de la corde et Pautre sur la partie montante, et 
font par minute, le premier 4 lignes et le second 3. On demande après 
combien de minutes le second sera plus haut que le premier de y a lignes. 
(Interpréter de plusieurs manières la valeur infinie.) 

Vin. Un ouvrier reçoit d florins par jour de travail, donne c fl. par 
jour de repos; et après a jours, ayant réglé son compte, on lui redoit b 
florins. Combien de jours a-t-il travaillé? (Prendre btld dans une ac- 
ception contraire, et discuter le nouveau problème.) 

IX. Quel nombre x de jours faut-iL encore pour qu^un homme, qui 
voyage depuis a jours, ait marché pendant c fois autant de temps qu^un 
autre, qui ne doit se mettre en route que dans b jours? ( Dbcuter le pro- 
blème i attb peuvent changer d^acceptions, ainsi que x, ) \ 

X. Quels sont les biens x et^ de deux personnes ? On sait que si eUes 
recevaient respectivement a et 6 florins , les biens de Pune vaudraient m 
fois ceux de Pautre, et que si la première recevait c fl. et la seconde d^ 
la première aurait p fois autant que la seconde. ( Faire a =: 4o , £ r= 8 , 

.c=39, <2=ia, m=:3 et;7=a; changer les signes des quantités a, £, 
€, c2, x^y^ dont chacune peut être prise dans une acception contraire. ) 
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Des Inégalités. 

183. Tant qu'on n'a égard qu'anx valeurs ahioîues des quan- 
tités^ on peut traiter les inégalités d'après les principes établis pour 
les équations; car en effectuant la même opération sur deux quan- 
tités inégales j le plus grand résultat devra correspondre à la plus 
grande quantité» Mais si l'on a égard gux signes des quantités, ce 
principe présente des exceptions y que nous allons faire connaître 
avec les diverses transformations que peuvent subir les inégalités. 

l^* On peutj sans aucune esception, ajouter aux deux membres 
d^une inégalité^ ou en retrancher, une même quantité; l'inégalité 
subsiste toujours dans le même sens. C'est ainsi que 8^3, donne 
8 + 2>3 + 2et8 — 1>3 — 1. De même, l'inégalité — 12 
<— 4 (22), fournit — 12 + 3 <— 4 + 3 et — 12 — 4 < 

— 4 — 4. 

2^* On peut, sans exception, ajouter membre à membre, plu^ 
sieurs inégalités établies dans le même sens; V inégalité résultante 
subsiste dans le même sens que les proposées, £n effet, de 8^ 5^ 
7>3 et 9>6, a résulte évidemment 8 + 7 + 9> 5 + 3 + 6. 
Pareillement, de — 4 <^ — 1 et — 6'<^ — 3, on tire — 4 — 6 «^ 

— 1 — 3. 

Mais il n'en est pas toujours de même, si l'on soustrait, membre 
à membre , deux inégalités établies dans le même sens. Par exemple, 
les inégalités 12 > 7 et 4 > 2 donnent bien 12 — 4 > 7 ~ 2 j 
mais les inégalités S^-S et 6>'3 fournissent 8 — 6 = 6 — 3. En 
général, la soustraction et la division de deux inégalités, membre 
à membre, n'offrent aucune certitude sur les résultats, et doivent 
ne pas être employées. 

3^^ iSt Von multiplie ou divise les deux membres d^une inégalité 
par un nombre positif, cette inégalité ne sera pas détruite; mais 
si on les multiplie ou divise par une quantité négative, V inégalité 
subsistera en sens contraire. Par exemple, l'inégalité 8<^ 11 donne 
bien 8x3*^11x3; niais en multipliant les deux membres par 
•—3, elle donne au contraire, — 24 >• — 33 (22). 

4'> H n^est pas permis de changer les signes des deux membres 
^une inégalité, à moins qu'on n'établisse f inégalité résultante en 
sens contraire; car cela revient à multiplier les deux membres par 

— L Ainsi4<9donne— 4>— 9(22). 
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6^ Si les numhret de phmeurs mSgalMs, ètahlwê dans 1$ même 
9ens, tant tout positifs, on pourra multipUor ces mS^Utés mem- 
bre à membre, ou élever les deux membres de tune à une même 
puissance; V inégalité résultante subsistera toujours dans le même 
sens que les propesées. Mais il n'en serait pas toujours de même, 
si quelques membres étaient négatifs. Par exemple ^ les inégalités 
3>- — 2 et— 3^ — 6, donnent; en les élevant successivement 
au carré et au cube, 9 > 4 et 9 < 25$ puis 27 > — 8 et —27 
^ — '125. De même, en multipliant entre elles les deux inégalités 

— 4> — 7 et 4>2,onaurait — 16<— 14. 

184. An lâoyen des principes que Ton vient d'exposer, il «st 
facile de résoudre les inégalités, qu'on appelle alors inéquations. 
Résoudre une inégalité, c'est en déduire une des deux limites de 
l'inconnue, c'esl-à-dire une des deux valeurs plus grande ou plus 
petite que l'inconnue. Soit, par exemple, l'inéquation 7x — | >• 

--p + 27; on en tire successivement : 28j;— 2>'6jc-|- 108; 28a: 

— 6:r>108 + 2; 22x> 110 et ar>5. 

185. Le système de deux inégalités en x, donne tmijtMirs deux 
Hmètes de a; ; et le problème qui conduit à ces inégalités, peut être 
déterminé, indétenniné, ou impossible. En voici des exemples : 

1^ Supposons que x doive être un nombre entier dans les deux 
inégalités k^ ^ ^^ 3x Sx 

Résolvant ces deux inéquations, on aura x^31~ et jc<^33. Tous 
les nombres compris entre 31^ et 33, seront les valeurs de x dans 
les inégalités proposées. Mais comme x doit être un nombre entier^ 
on n'a que k seide valeur x = 32. 

2» Soient Ité deux inégalités 2:r — 6 < 25 et 3ir — 7 > 2r + 
4 ; on eu tire x<^ 15 e^ ar^- 11. Donc on peut pi«ndre pour x, 
tous les nombres eutiers ou fractionnaires compris entre 15 et 11 ; 
et par conséquent le pTOblème est indéterminé dans ce cas. 

30 Si ^_5<5 et ^_2>| + 5, on trouvera a:< 13^ et 
x^ 15. fl est clair qu'alors le problème ^'admet aucune «élulion. 

186. Lorsqu'on ne peut pas déterminer directement k valeur 
d'une inconnue ^r, un a quelquefois recours aux inégalités, pour 
démontrer que t:ette inconnue ne peut être ni plus grande, ni plus 
petite qu'une quantité connue a ; d'où l'on conclut ipie x rrr a, 

7 
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Mais pour opérer avec plus de facilité, on se sert des signes ^ et 
<^, qui signifient ne peut pas être plue grand que elne peutpae 
être phii petit que. 

D'après cela, si l'on a les deux relations 

2a:-4-7>19 et 8a: — 5<13; 

la première donnera 2a: ^ 19 — 7, 2a:^ 12 et x];J> 6. La seconde 
fournira 3a: <J^ 13 -(- 6 , 3a: -4^ 18 et a: ««4^ 6. Ainsi, puisque a: ^ 6 
et que a: «4^ 6, il s'ensuit que x=z6. 

Voici trois problèmes à résoudre : 

i" Trouver un nombre d^oiviiges tel, que son triple augmenté de a, 
surpasse son double augmenté de 6i, et que son quintuple diminué de 70^ 
soit moindre que son quadruple diminue de 9. 

a® Combien y a-^il de pièces de 30 francs dans une bourse T On spit 
que le double du nombre ^e ces pièces, diminue de 4 ^ ne peut surpasser 
a, et que le quintuple du même nombre, diminué de 7, ne peut élre 
moindre que 3. ^ 

3° Un ouvrier reçoit 5 fr. par jour de travail et dépense 3 fr. par jour 
de repos ; après 6 jours, ayant règle son compte, on lui redoit un nom- 
bre de francs tel, que son quadruple diminué de 5 est plus grand que son 
double augmenté de 7, et que son quintuple augmenté de a est moindre 
que son triple augmenté de 32 • Combien y a-*t-il de jours de travail et de 
repos? 

Analyse indéterminée du premier degré. 

187. Un problème est indéterminé lorsqu'il fournit ^moins d'é- 
quations que d'inconnues; car alors ces inconnues ont une infinité 
de valeurs différentes (156). Mais souvent il arrive que de toutes 
ces valeurs , les entières et positives seules peuvent convenir -au pro- 
blème proposé y il est donc utile de connaître les procédés propres 
à faire trouver ces valeurs entières et positives 3 et c'est ce qui va 
nous 4)ccuper, pour les problèmes du premier degré. . 

Remarquons d'abord qu'une équation à deux inconnues, réduite 
à trois termes sans diviseur, n'admet point de solutions entières, 
dès que les coefficiens des inconnues ont un facteur commun qui 
ne dùnse pas le terme connu. TeHe est^ pai^ exemple, l'équation 
8x — 127- = 21. Car cette équation étant la même que 2a: — Zy 
c=:^ytÀxe\.jr pouvaient être des nombres entiers, 2a: — 3j- en 
serait un aussi ; ce n<»nbre entier serait donc égal à la fraction 7; 
ce qui est absurde. . 
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188. Gela posé, cherchons les formules pour les solutions en- 
tières et positives d'une équation à deux inconnues, telle que 

7x+ 17^ = 399. 

Résolrôns d'abord cette équation par rapport à l'inconnue Xy 
qui a le moindre coefficient, et extrayons les entiers contenus dans 
le terme inconnu de la valeur résultante : nous aurons 

7 1 

Puisque :r eXjr sont des nombres entiers, il faut que 7 divise 396 
— 3^. Soit u le quolient entier ; il viendra donc 

x — — 2y + u et 396 — 3^ = 7m. 

Résolvant la seconde de ces équations par rapport à l'inconnue j-, 
qui a le moindre coefficient, et extrayant les entiers contenus dans 
le terme inconnu de la valeur résultante, on aura 

396-2» 2« + 52ËI=iî. . 

Çj/ommity et u sont des nombres entiers, 3 doit diviser 396 — u. 
Soit u' le quotient \ il viendra 

^ = — 2m + m' et 396 — Mzz:3v'. 

Cette dernière équation donne à te la valeur sans diviseur u = 396 
»— 3t/. Substituant cette valeur dans celle de jr^ et réduisant, on 

aura j^ = 7tt'— 792...(1), 

Substituant cette valeur et celle de u, dans x = »— 2^-|-tt, il 

viendra x = 1980 — 17u'... (2). 

Il est aisé de vérifier que les valeurs (1) et (2) de j* et de x satis- 
font à l'équation proposée, quel que soit le nombre entier uK ]\Iais 
comme x ^ y doivent être des nombres entiers positifs , il faut 
pour cela, qu'on ait en même temps 

7u' > 792 et \lii < 1980, ou ri > 113^ et ri < 116f. 

Ainsi ri ne peut avoir que les deux valeurs 1^'=: 114 et »'= 115, 
lesquelles donnent a: = 42 et j^ =r: 6, puis x = 25 et j- = 13. 
L'équation proposée n'admet par conséquent que ces deux solutions 
entières et positives. 

Le résumé des calculs précédens nous apprend, que four rètou" 
dre en nomhrei entien positifs, une équation à deux inconnues, 
il faut tirer de cette équation la valeur de celle des inconnues qui 



( 100 ) 

a le maindr» eoefficieni, puU Miraire U$ enHen eonienui. dam 
le terme ineennu de cette valeur, et égaler le numérateur de la 
fraction restante au produit du dénominateur par une nouvelle 
inconnue. On aura ainei une nouvelle équation que Von traitera 
comme la première, et ainsi de suite, Jusqu^à ce qtion obtienne 
•une équation ou Tune des deux inconnues ait Vunité pour coeM^ 
aient (^), Prenant la valeur de cette inconnue et substituant cette 
valeur dans celle de t inconnue immédiatement précédente, et rtf- 
montant ainsi aus deux inconnues proposées, on aura celles'ci au 
enoyen de nombres donnés et éVune indéterminée, dont les valeurs 
entières donneront les solutions entikres et positives demandées, 

189. Dans les applications de cette règle, on pent quelquefois 
abréger les calculs. C'est d'abord ce qui arrive lorsque le numéra-^ 
teur de la fraction restante peut se décomposer en deux facteurs, 
dont Vun soit numérique, comme dans la première expression pré- 
cédente de Xy que l'on peut écrire ainsi qu'il suit : 

a? = — 2^4--^ —il:. 

Car 7 devant diviser le produit 3 (132— «j-) et étant premier avec 
le facteur 3, il faut qu'il divise l'autre 132 — jr. Désignant par v 
le quotient, on aura 

x-rz — ly + iv et 132— j^ = 7r. 

On tire de ces équations 

^ = 132 — Iv et a? = 17» — 264, 

formules plus simples que les premières (1) et (2) , bien qu'on les 
ait trouvées avec moins de calculs et qu'elles fournissent les mêmes 
solutions que ces premières. 

190. On abrège encore les calculs, lorsqu'on cherchant les en-^ 

(*) n est dair qu^on arrivera toujours à une pareille équation. Car 
restnction des entiers contenus dans le terme inooimu de chaque valeur, 
revient à diviser le plus grand des deux coeffifiiens des inconnues propo- 
sées par le plus petit, ce plus petit par le premier reste, ce premier reste 
par le second, et ainsi de suite ; c^est-à-dire, à chercher le p. g. c. d. de 
ces deux coefficiens : et comme ils sont premiers entre eux (187) , leur 
p. g. c. d., qui est toujours un reste, ne peut être que Punité. Or, chaque 
reste est k coefficient d^nae inconnue dans Péquation auxiliaire suivante \ 
donc on finira totjours par »vOif «ne expiation où une inaonnue aura Vv^ 
nité pour coefficient* 



:r 




( 101 ) 

ly #R^^i/MI 999éÊ fut 19 

h WÊmmànÊ fui h U . Vwt cmnpte, eus 

r^^ 8,_ 34r = 124, o« x=iîi±Br, 

au Uea de considérer 34;^ oomme équTaknt à i^jr -)- Tx"» il «m 
lâen {dos snnple de rc|prder 34;^ comme ide&tîqiie vxtc Sfy'^^ 
^jTj ce qui donnen alors 

On. a par eoiuéqaent les deux formules 

^• = 62 — On et x = 248 — 34m. 

191. n est bon de remarquer que, $auf U ngnt, U 909ffitimt 
de PindSiermmée, dans fesprettùm de Pune d»$ deux meonnue^ 
cherchées j est le même que celui de Vautre meannuej dans fiquO' 
Uon proposée. Soit, en effet, x=n tXjrz^p une solution entière^ 
positive ou négative, de l'équation ax -)- ^ =;;: c ; on aura donc 
an -{- 2^ = c. Retranchant cette ég;alité de la précédente | il viendra 

a{x — n) + h{x—p)z=:o] d'où x — n = i^^-=^. 

Pour que x et^ soient entiers, il faut que a divise h (l'— '^)* Et 
comme a est premier avec h (187) , il faut que a divise p — ^•. 
Soit donc V le quotient; viendra 

y^-p — o!o et xr=:n-{-'<^ 
Ces formules démontrent le principe énoneé. 

On voit d'ailleurs comment on trouve su^le<cluunp les formules' 
pour les solutions entières et positives de l'équation proposée, dès 
que l'on en connaît une, positive ou négative. Or^ il «t souvent 
facile de troav^ une solution entière; ear on voit, par exemple^ 
que dans 7a? -)- kyz=s. 128, on a x =: o et ^ = 32; dans 6r -)- 
11^=172, ^=2etx=âO; dans llx— 7^=52, a:=—l 
ct^= — 9; etc. 

192. Maintenant, ai Ton weut partager 159 en deua parties 
respectivement divisibles par 8 et par 13 ; en désignant par x et 
jr les deux quotiens entiers, ces deux parties seront 8xet 13^; oa 
aura donc g^ j^ 13^ «. 15j 

Appliquant à rette équation Tes métbodcs précédentes, on aura^ 
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pour déterminer toutes les yaleurs entières et positives de x et jr^ 
les deux formules 

jr = 8i« — 53 et r z=: 106 — 13i#. 

On Toit que U doit être compris entre 6| et 8^ ; u ne peut donc 
avoir que les deux valeurs 7 et 8, lesquelles fournissent 07= 15 et 
^ = 3, puis a: = 2et^=:ll. D'où il suit que les deux parties 
cherchées sont 120 et 39^ ou 16 et 143 : le problème n'admet que 
ces deux solutions. 

193. Lorsqu'on a deux équations du premier deg;ré^ à trois in- 
connues chacune, il faut, pour abréger les calculs autant que pos- 
sible, prendre la valeur de l'inconnue qui a le moindre coefficient, 
et substituer cette valeur dans l'autre équation. On aura ainsi une 
équation à deux inconnues, qu'on résoudra en nombres entiers, 
puis on substituera les expressions résultantes, dans celle de la pre- 
mière inconnue : si cette expression n'a pas de dénominateur, les 
équations proposées seront résolues en nombres entiers ; mais si elle 
a un dénominateur, il faudra encore résoudre la nouvelle éqpitîon 
en nombres entiers et substituer dans les expressions entières des 
deux autres inconnues proposées. Ce dernier cas se présente dans 
les deux équations 

3x + 5^ + 7« = 560, 

9ar4-25jr + 49z = 2920. 

On verra que ces équations n'oi^t que deux solutions entières et 
positives, savoir : a: = 15, ^ = 82 et 2= 15, puis x = 50, 
j- = 40 et ic = 30. 

On aura un exemple du premier cas dans le problème que voici : 
Un nombre de trois chiffres est tel, que le premier à gauche, plus 
le double du second et le triple du troisihne, /ont 22; et que si 
Von remplace les deux derniers chiffres par des zéros, le nombre 
résultant contiendra 2& fois celui formé par ces deux chiffres» 
Quel est le nombre qui jouit de ces propriétés? (R. 624.) 

194. On voit bien maintenant comment on peut résoudre en 
nombres entiers, troià équations à quatre inconnues. Mais si l'on 
n'avait qu'une équation à trois inconnues, le problème serait plus 
qu'indéterminé. En voici un exemple : 

Avec des vins à 60, 10, 80 ^/ 140 centimes le litre, former 
un mélange de 200 litres, coûtant chacun 90 centimes. 
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Soient XjjTytyVyte qu'il faat prendre des vinâ respectifs pour 
composer le mélange demandé ) oh aura évidemment 

a:+^ + « + r = 200, 

5a: + 7^ + 8« + 1 4» = 1 800. 

Eliminant v de ces équations, îr viendra 

9a: + 7^ + 6z=1000. 
Passant Qz dans le second membre , et posant, pour abréger, m>= 
1000 — 6z, on aura 9:c + T;- = m. 

Résolvant cette équation en nombres eiltiers, et^remettant la valeur 
de 3», on obtiendra 

X = 7t«^ -f 18« — 3000; 

^• = 4000 — 24z — 9i*'; 

d'où iï = 5« + 2a' — 800. 

On peut disposer des deux indéterminées u' ett, pour que x^j'yC 
et o soient des nombres entiers positife;.et il en résulte, .comme 
on voit, une double indétermination. Prenant d'abord une valeur^ 
qu'on jugera pouvoir convenir, pour u\ par exemple it'zz: 300; on 
verra que z devra être compris entre 40 et 65. On aura donc ainsi 
treize solutions, fournies par u^zr 300 : la dixième est z-z=z 51, x 
= 1:8,.^= 76 et t; == 55. On trouverait d'autres solutions, en 
prenant d'autres valeurs pour tf' ; et ce grand nombre d^ valeurs 
n'a guère d'autre utilité que celle de pouvoir choisir les solution? 
qui satisfont le mieux à certaines conditions particulières, comme 
lorsque les quantités des vins à mélanger, ne peuvent suq>as8er de» 
nombres donnés. 

195. Il existe des équations du second degré, qu'on peut résou- 
dre en nombres entiers positifs, comme celles du premier. Par ex.,. 
9%' Ton veut trouver deux nombrei entiers potitifg x et y^ dont le^ 
produit vailh S fois la différenee^ on aura 

. XX = 8 {x. — jr\ ; d'où jr — --^ = 8 — 



Pour que y* ^^^ '^ nombre entier positif, aussi bien que Xy il faufr 
que x-\'% divise 64 et donne un quotient- moindre que 8 j on ne 
peut donc prendre, pour x -f- 8, que les nombres 16,.32 et 64^^ 
ce qui fournît les trms solutions' 

x = 8, 24, 56, 
jf=:4, 6> 2. 
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En g^éral, lorsque l'équation du second degré ne contient pas 
à la fois les carrés des deux inconnues, on peut aisément la résoudre 
en nombres entiers. Considérons, par exemple, l'équation préparée^ 

mxy + na?* -|-|>J? «4- Sf^ = »•• 

ry . — »*' — »jp + r 

On en tire r = y 

Multipliant de part et d'autre par m*, puis effectuant la dÎTisioii 
jusqu'à ce qu'on obtienne le reste connu w*r -}- m^q — n<f = t^ 
il viendra t 

Il faudra donc prendre pour wu: + g, tous les diviseurs entiers, 
positifs et négatifs de /^ ce qui déterminera x en nombre entier, 
s'il est possible. Substituant ce nombre dans l'expression de m*^, 
il faudra encore que le nombre résultant soit divisible par m*. Ap- 
pliquant cette méthode à chacune des équations 

6a:j- = 2a7 + 3r+18, 
a:j- + a:* = 2j:+3^ + 29j 

et ne coùsidérant que les solutions entières et positives, on trou-* 
vera, pour la première équation, a:=aet jr=l, a:=3 et j-=:4; 
pour la seconde, a? = 1 etj-=10, a;=3 et j^=r2, x=7 et^ 
■=lj pour la troisième, a? = 4 etj^=21, x=5 çt^=7. 

Quelquefois on peut faire disparsdtre le carré de l'une des incon- 
nues et rendre l'équation résoluble en nombres rationnels, à l'aide 
d'inconnues auxiliaires. Par exemple, dans l'équation x^zpza^y* 
-|<- d, on fera xz^ay-\-u. De même, si dans le trinôme ax^ -f* 
hxy -|- cj^y a '\' h '\' e ^'sX \m. carré n*, et qu'on veuille trouver 
les valeurs rationnelles de a; et ^, qui rendent ce trineme un carré 
parfait, rq)résenté par («7* •\-uf\Kai fera a:=^-{-x. C'est ainsi 
qu'on procédera pour le trinôme 7a;' — 3x^ + 5^". 

196. Voici plusieurs problèmes à résoudre, d'après les méthodes 
précédentes : 

I. Combien frul-il de pièces de 5 fir. et de pièces de 90 fr« , mises en 
contact et en ligne dïroite, pour former la longueur du métré f On sait 
que ces pièces ont respectivement 87 et ai millimètres de largeur diamé- 
trale. (R. 10 et 3o, on *— 11 et 67*) 

II. Quels sont les deux plus petits nombres entiers qui, divises par 7, 
par 11 et par 17, donnent le» restes 3, 10 et 16 f (R* 373'et 168a.) 






f 
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m. Gombieu y a-toil de couplca de nombres entiers positi&, dont U 
produit vaille 6 fois la somme ? (R. Cinq. ) 

rV. On veut partager à trois héritiers 48 tonneaux égaux, dont i3 
pleins, 16 demi-pleins et 19 vides. Comment effectuer le partage pour 
que cbtacun ait le même nombre de tonneaux et la même quantité de vinf 
^ , ( R. De trois manières. ) 

V. Deux femmes avaient au marché, Tune i6 et Tautre 38 poules; 
€^cnne en ayant vendu à 3 fr. pièce et le reste à un autre prix , elles ont 
reçu la même somme d^argent. Trouver le second prix, en nqmbre en- 
tier, et le nombre de poules vendues à chaque prix. (Ce problème admet 
quatre solutions. } 

VI. Un fermier ne sait comment fournir à un voyageur, 3 livres de 
pain et 6 verres de lait ; parce qn^il n^a , pour peser le pain , qu^une ba- 

, lance et deux sortes de poids, les uns de a et les autres de 7 liv. chacun ; 

I et pour mesurer le lait, il n^a que trois vases dont la contenance lui soit 

Gomine, un rempli de 97 verres de lait et les deux autres vides, ayant 

respectivement 5 et g verres de capacité. Que répondriez-vous an fermier, 
' s^il vous demandait comment il doit s^y prendre f 

! Vn. Un berger interrogé snr le nombre de ses moutons , répondit : il 

n*y en a pas aoo ; en les comptant par 3 , il n^en reste point , par 4 ) il en 

reste 3, et par 5, il en reste 4* Peut-on, diaprés cela, savoir au juste le 

nombre de moutons, et quel est-il f (R.iSg.) 

Vm. On propose de payer 5700 fr. avec des billets de 700 , 900 et 

xioo fr. Comment effectuer ce paiement? ( R. Avec 4 billets de 700 fr«, 

a de 900 et s de iioo* ) 

IX. La somme des quatre cfaifiEres à^vai nombre inconnu est 16; si Ton 
remplace les trois derniers par des zéros, le nombre résultant contiendra 
ia5 fois celui formé par les deux derniers chifEres du nombre inconnu; 
enGn le premier chiffre du nombre est contenu i83 fois dans le nombre 
formé par les trois derniers chifires. Quel est le nombre qui jouit de ces 
propriété ? ( R. ^'J^^» ) 

X. De combien de manières difiérentes peut-on placer des jetons dans 
les 9 cases d*un carré, de façon que chaque fois il y en ait un même nom- 
bre dans chacune des cases adjacentes aux sommes de ce carré, et que 18 
soit la somme (ou i44 1^ produit) de ceux contenus dans les trois cases 
suivant chaque côté et chaque diagonale f Trouver le plus grand et le plus 
petit nombre de jetons ainsi distribua. ( Il est remarquable que dans les 
deux cas, le plus grand ou le plus petit nombre, répond à la plus grande 
ou à la plus petite somme des jetons contenus dans deux cases vobincs, 
dont Tone au sommet. ) 

XI. Résoudre en nombres entiers positifs, les équations : 

« + v + ï(*+r) = 8, i;-fx + l(«4-^) = 6, 
x+y+^(u + v) = 6 exy + u^l(v + x)=:e. 

Xn. Des vins coûtant 4i 5, 6, 8 et 10 centimes le verre, sont contenus 
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dans cinq vases A, 6, C, D, E, dont le dernier en a autant que les deux 
premiers. Les vases se vidant uniform^ent, Â dans 6, 6 dans G, C dans 
D et D dans £ , il arrive que pendant quHl perd une certaine quantité de 
vin , B en reçoit les 3 cinquièmes de A, C les 5 onzièmes de 6 et D le 5* 
de G. Sachant que £, dont la capacité est i5 litrons, n^a pas ëtë rempli, 
on demande les nombres entiers de verres contenus d^abord dans les^ vases 
respectife et le prix du verre du mélange f ( Deux solutions, pour chacune 
desquelles 7 centimes f est le prix du verre du. mélange : ce prix est connn, 
lorsque les quantités de vin , contenues dans les 5 vases, sont inconnues.) 

De la Résolution des Equations du second degré 
et de celles qui en dépendent. 

197. Equations k une inconnue. G)nsidérons d'abord ane 
équation incomplète ou à deux termes, c'est-à-dire une équation 
ne contenant que le carré a^ de l'inconnue Xy avec des nombres 
donnés. Il est clair qu'on pourra toujours résoudre cette équation, 
par rapport à x*, comme les équations du premier degré^ et en dé- 
duire par conséquent un résultat de la forme x* = ai 

Mais puisqu'il faut élever or au earré.pour avoir a, il s'ensuit que 
ar est la racine carrée de a : et comme toute racine carrée doit être 
précédée du double signe =t: (76), il en résulte x=^^±:]/^a, valeurs 
qu'on trouvera exactement ou aussi approchées qu'on voudra, sauf 
le cas où elles seraient imaginaires. 

X* a:r" 5x" 
Par cette méthode, l'équation y — 3-}^ — = 15-) ,. four- 
nit a? ==±=è. 4 3 la 

198. Remarquons que quand^ on extrait la racine carrée des 
deux membres d^une équation^ on ne doit donner le double signe 
rb: qu^à la racine carrée du second membre. Car on n'aurait rien 
de plus en donnant aussi le double signe ri= à la racine carrée du 
premier. Effectivement , si dans l'équation x"^ z=: &', on écrivait 
t±:xz=zà=:byil viendrait, en combinant chaque signe du premier 
membre avec chaque signe du second, 

-f-a;i=:+5, -{-a:=i — b, — xzz:-\~b et — 0;=:— i; 

or, les deux dernières équations ne sont que les deux premières, 
dans lesquelles on changerait les signes des deux membres ; donc 
ces quatre équations se réduisent aux deux premières, qui, elles- 
mêmes , se réduisent kx = ^±zb^ 

199. Prenons actueUement une équation complète du sectnd 
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deffeéy à une mconnne Xy c'est-à-dire ana équation contenant dei 
termes connus et. des tenues en ;r et en x*. Je êig que cette èqua^ 
iion pourra towjouri se ramener à la forme x^-^nx^^zp'y c'est- 
à-dire à trois termes, 

. En effet, on pourra toujours chasser les dénominateurs; trans- 
poser et réduire les termes ; dégager x* de son coeiEcient, en divi- 
-saut les deux membres par ce coefficient ; puis rendre x* positif, s'il 
était d'abord négatif, en changeant les signes des deux membres. 
Comme aucune de ces transformations ne détruit l'égalité, l'incon- 
nue x ne doit pas changer de valeurs pour maintenir celte égalité ; 
les valeurs de x, dans l'équation résultante x*-|-nj:=/7, sont par 
conséquent les mêmes que dans l'équation proposée. 

Par exemple, soit l'équation — — -{- 3 = • * 

On en déduit successivement : 

2x{x+l) + 3{x — 2){x + l) = lx{x'-'2)y 
2x^ + 2x + 3x* — 3x — 6z=zlx^'—Uxy 
— 2x*4-13x=:6, ar» — 13x=— 6, 
et X* — ^xzr, — 3. 

Cette équation, à trois termes, est effectivement de la forme :r'-{* 
nxz=zpy en supposant que netp représentent — -^ et — 3. C'est 
ainsi qu'il faudra préparer désormais toute équation complète, 
avant de la résoudre. 

200. Résolvons présentement l'équation générale 

j:' + iir=:p... (1), 

dans laquelle n et p désignent des nombres quelconques, positifs 
ou négatifs. D'abord, si l'on ajoute ^' aux deux membres de celle 
équation, elle ne sera pas détruite, et le premier membre xi* '\' nx 
^ ^n* sera le carré exact du binôme X'\-^y comme on s'en assure 
en multipliant ce binôme par lui-même. On peut donc, sans détruire 
Fégalité, remplacer ce premier membre par (a? -j- ?«)*> et alors il 

On voit que x-^^n est la racine carrée de p'\- ^n', et que par 
.«iteona(198) ^^^^^^Jiq^.. 

d'où l'on tire xz=l — ^n=tz yp -j- ^\ 

Comparant cette formule à l'équation (1}, on verra que pour 
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réêoudr» une équoH&n eamplhiê du êêcond degré, à une ineannue, 
il faut Sabord préparer eeiie equaUon, puU égaler Vineonnue z 
à la moitié du coefficient du setfond terme, pris avec un eigne 
contraire, plue ou moine la racine carrée du résultat qu^on ob^ 
tient en q^'outantau second membre le carré de cette même moitié. 

D'après cette règle, Péquatjon préparée x^ — 4jr =r 12, donne 

sur-le-champ ar = 2 =4= |/l2 + 4 = 2=1=1/16 = 2=1=4; d'où 
a: = 6 et :r = — 2. Chacune de ces valeurs satisfait à l'équation 
proposée; car elle la réduit à 12 = 12. ' 

La même règle, appliquée à l'équation x* — -^0?=— 3, fournit 

Réduisant l'entier 3 en seizièmes, soustrayant le résultat 48 seiziè- 
mes de 169 seizièmes, et prenant la racine carrée du reste 121 sei- 
zièmes, on aura 

ar = ^=±=i^; d'où a: = ^ = 6 et x = f = i. 
De même, Îf-H^î == fit? — 2, donne a: = 8 et 3;=:^. 

X — O . X — 4 

nbx ax 

201. Soit à résoudre l'équation = -5 — tj -J- a -f- 5 : 

On en déduira 

2b{a + b)x=:ax' + {a + b){t^^h')y 



x" 
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a 



X_— -_=t|/ -, ^ , 

a 
Si a = 3 et 5 = 2, il viendra a: = S et x =|. 

Voici quelques équations du second degré à résoudre : 

0:4-4 1 Sjt — ao «^ ^_L1 ?f! f 

X — 4 x4-a 4 6 9 î*' 

a'ar' + a"(P = *V + 2a'(ir , (x -f- «)' = «*(* — ^)% 
aa;'+ ft'-f. c* z= a'+25c-l- 2 (^ — c) arl/a, 
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202. n est yiiible qne l'équation (2x— *3)*=r 4(7 — »)% 
s'abaissera sur-le-champ au premier degré, en extrayant la racine 
carrée de ses deax membres ^ ce qni donnera 2x — d=db2(7-— 
xy Mais «t dans T équation à résoudre, f inconnue mire sous le 
signe [/^j il faudra d^ abord faire disparaSire celui-ci, en f isolant 
dans un membre et en élevant de part et d* autre au carré. C'est 
ainsi que l'éqoation 2,x — \//x = 6, devient d'abord 2j? — 6 r= 
|/x et ensuite kx* — 24x' + 36 = a: ; d'où x = 4 et x =r |. La 
valeur a: rr 4 satisfait à l'équation proposée : l'autre râleur résout 
seule l'équation 2x -f- ^x = 6; et il est aisé de Toir pourquoi. 
De même y 

X — l/(x* — 3)r=l, donne a:=z2; 

2x — 6l/{x — 5)=^l, fournit ar = 6ou 7J; 

xz:n^-{'2a[/x — a", donne a7=:(a=±=c)*. 

203* En géiéral, on fera disparattre un radical d^une équation^ en 
en prenant la valeur et en élevant de part et d*autre à la puisstuiee 
marquée par P indice de ce radioaL Et si réqaation résultante renfer- 
mait encore un radical, on k ferait disparaître par le même procédé, cl 
ainsi de snite. Mais sauf quelques cas particuliers, il est dair que le d^g;cé 
de réquation s^éléve de plus en plus ; et qn^on ne saurait chasser ainsi , 
d^nne équation, plus de quatre radicaux du second degré, ou de trois 
radicaux carrés^ avec une autre quantité. De cette manière ^ on tire, des 
équations: 

(/{3dr+4)— l/(2dr — 5) = 2, dr = ii=fc4; 

|/(x+4)+l/(**+9x-34) = x + 4, * = 5; 

jr-f a=:l/[a"-f arj/(c*+ar*)], jp=— .^^5 

c-^-4^^l^(ac•+3c4r*-^-dr3), xz=z\{a — c)j 

j/(jr" — lax — a') + l/(a — jr) = a — jp, xz=a{\ — |^a). 

Plusieurs de ces équations se résoudraient aussi en représentant par a' la 
quantité sous un radical, dans chacune : c^est même le procédé le plus 
simple, lorsque cette quantité désignée par ii*, est du premier degré en x» 
Voici encore trois équations : 

l/(» + ') + I/C" — *) = l/« , !/(«•+ *•) = l?^(«v+ *4) , 

l>^(a»— *•) + l/(a — «) = l/(a + *). 
204< Pour fiiire disparaître les radtcaus, dans Pécpiation 

i/(*+a)-m3*-5)=i, 

le moyen le plus simple est de poser Sx — 5=rttS ; d^où 



J 
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Transposant — u, et élevant an carré, on trouvera 

„î— 3n»— 6«+8=o. 

Cette équation du 3* degré, peut se résoudre par déeomposiiion enfat^ 
teurz; car le premier membre devenant nul, lorsqu^on y &it u=:i, admet 
II— 1 pour facteur (41), et Téquation devient 

(u— i) (u' — au— 8)=o. 
Or, pour qn^nn produit soit nul, il faut que Fun de ses facteurs soit aéro ; 
on doit donc avoir u — i = o et u'— au — 8=o; d'où ci=:i, «=4» 
u=— 3, et par suite a:=:3, x=a3 eta?=: — i. Les deux premières 
valeurs satisfont à Féquation proposée \ et la dernière, à Féquation où le 
second radical aurait le signe -)-. 

On aurait trouvé les mêmes valeurs, bien que d'une manière beaucoup 
moins simple, en faisant d'abord disparaître le second radical, puis le 
premier. Mais si l'on fait disparaître le premier radical, il ne sera plus 
possible de chasser, par l'élévation au cube, le second radical hors de 
l'équation résultante. De sorte que V ordre suit/ont lequel on fait dispa* 
raitre les radicaux^ n^ est pas totgours indifférent^ et on rCy parvient y 
d^une manière facile y que peur V emploi d^ inconnues auxiliaires» Dans 
l'équation |)/x'— j/x — 71^^+ l^ar + 6 = 0, 

on posera d'abord j: =r u^» ce qui donnera une équation du 4"^ ^^^i 
ràbluble par décomposition en facteurs. 

205. n n'y a pas à faire disparaître le radical, quand l'inconnue n'en- 
tre pas sous lui ; mais alors, en résolvant directement l'équation, il faut, 
pour simplifier, s'il est possible, les valeurs obtenues, extraire la racine 
carrée d'une quantité contenant un radical du second degré (75)* C'est 
ainsi que les équations : 

«•—2X1=3— 2 1/3, \ ^ Jf=l/3, 2— 1/3; 

• . > donnent/ . , "T 

X* — a4r=a — «l/a, t J xz=l/a, a — [/a-y 

«* — (a+c)jpr=(a — c)\/aiy] \ xz=ia-\^\/ac, c — l/otf. 

206. Discussion. On appelle racine ou êoluteurdLxniB équation, 
tonte expression algébrique qui, mise à la place de l'inconnue, rend 
le premier membre égal au second. 

Une équation du second degré, à une inconnue, a toujoure deux 
racines, mais jamais plus. D'abord on peut, sans changer les va- 
leurs de l'inconnue, ramener l'équation proposée à la forme 

ar*+ 5j; + e zz: o ... (1). 
Or, en résolvant cette équation, on trouve deux valeurs ponri'in- 
connue x\ mais je dis qu'elle n'en peut avoir davantage. Car si x 
pouvait avoir les trois valeurs différentes m, p et ^, on aurait à la 
fois: 



d'où I («'» + «i' + *)(»»— !>)=<» 
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op* — |- bp + c= o 
o^* — |- iç + c 1= , 

Or , puisque wi diil^re de p elq, le» facteurs m — |i et m — ç ne 
sont pas nuls ; il faut donc qu'on ait en même temps am -{- ap -|- 6 
=11 o et am -{- «^ -{- 5 = o ; d'où pz:^q, contrairement à l'hypo- 
thèse. Donc l'équation (1), et par conséquent l'équation proposée^ 
a toujours et n'a jamais que deux racines. 

207. Présentement, si l'on résout l'équation (1), on aura 

jc* + -a;4 — =0, 

' a a ' 



aa ^ ' 

Si a et c sont de signes contraires, il est clair que les deux valeurs 
de X seront toujours réelles, l'une positive et l'autre nég^ative. Mais 
si a et c sont de mêmes signes , les deux valeurs de x seront réelles, 
tant qu'on aura b* ^ 4ac; et alors, suivant que a et 6 seront de 
mêmes signes ou de signes contraires, les deux valeurs de o: seront 
toujours négatives ou toujours positives. Lorsqu'on aura b^ziz iae^ 
les deux valeurs de x seront égales, c'est-à-dire se réduiront à — - 

— , et on aura évidenmient ax'* + te + c = ( a? [/a -{- l/cY, 

Enfin, si b^ -^ ^oCy les deux valeurs de x seront imaginaires ou 
impossibles. 

Mais il est bon de remarquer que dans ce dernier cas, en cLan- 
géant a en — a ou c en — 0, les deux valeurs de x ne seront plus 
imaginaires et résoudront les problèmes que donne l'équation pro- 
posée en y changeant aussi a en — a ou c en — c, et en traduisant 
la nouvelle équation en langage ordinaire. 

On voit, par cette discussion, et il est clair d'ailleurs, que si l'on 
a les équations a^^à=:nxziipj x* — nxz= — p et :c'-{-wa:= — p, 
les deux valeurs de Xy dans la première, seront toujours réelles, 
l'une positive et l'autre négative ^ dans la seconde elles seront tou- 
jours positives; dans la troisième, toujours négatives, et dans ces 
deux dernières équations, les racines seront rêellei si ^i^^p, égaîe$ 
entre elles si ^*zzp et imaginairei si $»'</'. 
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208. Maintenant, lorsqne e :=z o, les yaleors (2) de x derien-- 
nent xzzio et xz:z , comme cela doit être. Mais si a = o, la 

a 

formule qni donne x, fonrnît x=f et x:=: — oo. Cependant x 
ne doit pas avoir de valeur indéterminée, pilisqu'en faisant azzLù 
dans l'équation ax'* -^hx-^-czizOjOJi trouve seulement xzn — 

-• n faut donc que les deux valeurs de x aient un facteur commun , 

éiranger à l'équation et devenant nul lorsque a'zz.p. 

Pour trouver ce facteur commun, il suffit de multiplier les 
termes de la formule qui donne z, par ce que devient le numéra- 
teur, en y changeant le signe du radical; c'est-à-dire par ^^h=^ 
1/^(5' — 4ac?). Effectivement, le nouveau numérateur tera alors 
[—b=t,]/{b^—iac)] [— A=p|/(i»^4«c)], ou y—[[/{b* 
— 4ac)]*, ou y — b^-^^aCj ou enfin iac. Ce nouveau numéra- 
teur et le nouveau dénominateur auront donc le facteur commun 
2a, facteur qui s'évanouît dès que a = o. Supprimant ce facteur 
commun , il viendra 

La supposition dea=o, dans cette formule ne donne plus :r=|; 

mais fournit x= — ~ et j:r=oo, valeurs exactes, puisque la seconde 

est impossible, et que l'équation, se réduisant au premier degré, 
n'admet que la première valeur. 

209. Actuellement, soient x' et x" les deux valeurs de x qm 
rendent nul le trinôme ax^ -\'ix-\'Cyei satisfont par conséquent 

o c 

a l'éguation x*4--a:-(--±:o:on aura évidemment 
* * a ' a 

aa "^ aa ' 

h e 

d'où l'on tire x^+x"=z et a;'j/'=-. 

a a 

» 

Ces relations remarquables montrent que dans toute équation du 
second degré, ramenée à la forme x'*'^nX'\~]pzzzOy la somme des 
deux racines est égale au coefficient du second terme, pris en signe 
contraire, et le produit des mêmes radriès est égal an terme tord 
connu. De sorte que dans les équations a:+j^ = a et xjrzr, 5, le» 
valeurs de a; et ^ sont les racines de l'équation z* — azin — Ô ; let 
dans les deux équations o;* -|-^*n: o et xjrzr:, ô, les valeurs de x* 
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et jr> sont les racines deFéqoation s* — «c = — h\ En ([énéral, 
dans les équations x'^+y^=::a et zy:=:bj x* et j^ sont les 
racines de «" — az = — ^. 

210. Prenant dans les relations que l'on vient de trouTer, les 
Yaleors b = — a{x' + x") et c = oz'x'', puis substituant ces 
▼aleors dans le trinôme ax^ -)- 5x -|- c, il viendra l'identité 

a3c^+hx+e=za{x^'^xx' — xx"+x'x")j 
d'oà ax^+bx'+'ez=:a{x — x'){x — x"). 

Ainsi toui irinomê du second degré en x eU égal au produit du 
eoejjieient de x% multiplié par le produit des deux hùiomeojfor' 
mes en soustrayant de x^ sueeessioement ses valeurs qui rendent 
nul le trinôme proposé. Ce qui donne le moyen de décomposer en 
facteurs, tout polynôme du second de^é, par rapport à l'une des 
lettres qui s'y trouvent, comme 20a^ — lOa^e — 12a*e -}- 60^** 

211 • Les trinômes du second degrë jouisseni encore de plusieurs au- 
tres propriétés, dont voici les principales : 

1*^ Lorsque les deux valeurs x' et x'' <2e x, çui rendent nul le trinôme 
ax*-|-bx-(-c, sont égales ou imaginaires^ ce trinôme conserve le signe 
de a pour toutes les valeurs réelles qu^on veut donner ^ x; et récipro^ 
quement. Car substituant dans la valeur a(x-^xf) (r— -x'') du trinôme 
proposé, les valeurs trouvées plus haut pour x' et x", on aura 

expression qui démontre le principe énoncé, ainsi que son inverse* 

a^ Pour que le trinôme du second degré ax' -|- bx -)- c soit le carré 
exact d*un binôme rationnel en x, il faut et il suffît qu^on ait b'=:4ac* 
Effectivement, il est visible quMors le trinôme proposé est le carré exact 
de X [/^a -{- l/c. 

3^ Elnfîn, on peut toujours trouver pour x un nombre tel^ que dans 
le trinôme ax* -f- bx -f' C) l^ premier terme ax' soit plus grand que le 
nombre formé par les deux autres termes» Car soit b'^c\ il est clair que 

la valeur de x qui satisfait à Pinégalité ax^'^bx -{- 5, ou bien à TinégaÛté 

blx* — i) 
gtx^^^ L^ sera le nombre demandé; ce nombre est donc ax>=s 

bx* * — * b 

■ ■ ou X = 1 -|- — Et il est aisé de voir que tout nombre plus grand , 
JT— i a 

satisfera, à plus forte raison, à la condition imposée. 

212. ËQUA-Tioifs ▲ PLUSIEURS iNCOHiiUEs. Voyous maintenant la 
résolution des équations du second degré, à plusieurs inconnues. 
D'abord si les deux équations à deux inconnues, sont chacune du 
second degré, et qjolon puisse décomposer Vune Selles en facteurs; 

8 
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•7 suffira, pour avoir les vaJeurs cherehieSj dfègaUr à ztro chacun 
desfacieur$ inconnus, et de combiner chacune des équations ré- 
euîtantee avec Vautre équation propoeie^ Qu'on ait, par exemploi, 
1^ deux équations 

j-'— Sxj- + ftr» + 17jr — SSLp + 62 = o, 
y'—9xj^+^x*+ 8jr_12a: + U = o. 

A l'inspection cUs trois premier» termes de la première, on est con- 
duit à penser que cette équation est le produit des facteurs^— -Sx 
•|- a et j* — Zx -{- b, EiFectuant la multiplication et comparant le 
produit au premier membre, avec lequel il est identique, on en 
conclura que 

«4-^ = 17, 2a + 3* = 38et ab — 62. 

Les deux premières relations donnent a= 13 et 5 = 4, valeurt 
qui satisfont à la troisième relation «^ z= 52. Donc la première 
équation est le {ffoduit des deux facteurs jr-^ Sx + 13 et j* — 2x 
4-4; elle sera donc satisfaite par chacune des équations du 1<^' degré 

^ — 3ar+13 = o et ^~2jr+4r=o. 

Combinant donc chacune de ces équations ayec la seconde proposée, 
on trouvera aisément, pour x et j^, les quatre couples de valeurs 
queYœfci4 ^ — ^^ 6,6+1/7, 6 — 1/7, 

jr = ll, 5, 6+21/7, 6 — 2|/7. 

'Quelquefois pour décomposer en facteurs, il faut ajouter ou ^ter & 
i'une des deux équations proposées, un certain nombre de fois l'au- 
tre. C'est, par exemple, ce qui arrive dans les systèmes : 

3x"— 2xy + 9y*— 6x^lly— 80 = ax'— 2xy*=:ay* 

x*+6xy+3y'— 4x— lOy— 65=0 aV— 2a^y = y* 

8y»+:xy—30x+64y— 5808 = x'— y=axy— a 

y'+x*—6x + 9y— 968 = y*— x = bxy— b. 

{Soustrayant, en effet, de la première équation, une fois la seconde, 
pour le premier système, et 6 fois la seconde, pour le troisième, 
ies deux équations résultantes se décomposeront aisément en fac- 
teurs, et deviendront 

{x—2jr^3){2x-3j'+6)=o, et Cr+2x)(2jr--3:c)=o. 

Dans le second système proposéj» si l'on soustrait de la seconde 
^équation 1^ {«'oduit de la pemière par a^ l'équation résultante se 
décomposera facilement en facteurs inconnnaf et il en sera de 
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mémei poar le quatrième système, après avoir élimine^*. Mais on 
ré^Qihia plus simplement les épations de ce denuer système, en 
éliminant^ par substitution. £n effet ^ k première éc[uatîon étant 
du premier degré en^, si on y prend la valeur de cette inconnue , 
pouf la substituer* dans la seconde équation, et si l'on pose, pour 

abréger, -r — />> on aura 

Cette équation finale est du quatrième degré; mais on peut h: 
décomposer en ÊMîteors et la mettre sous la forme 

(a? +;r) (x— 1) (a^+ Ji: + 1 ) = o î 

elle sera donc satisfaite par lés' quatre Vaîeuf s que donnent les équa« 

tions x-^f-no^ x — 1 =0 et a:*+a; + l =o; 

d'où l'on aura ensuite les valeurs correspondantes de^. 

21d. Lorsque les deux équatienê oùniiennent les cartes dew 
ineonnueSj sans qu'il soit possible de les décomposer en facteurs, 
il faut, pour éviter les radicaux, commencer par éliminer Vun 
de ces carrés; prendre ensuite, dans f équation résultante, néces^ 
Boirement du premier ée^rér peur tuné des inconnues, la valeur 
de cette inconnue, et substituer cette valeur dans la plus simple 
des équations proposées» Soient les deux équations 

X*— ^* = 7 et x*+^' — xj-=:î3. 

Ajoutant la première à k seconde^ pour éliminer ^^ on aura 

2a:'— ary = 28 j d'^oi y r^ *» "" P^ . 

Suljsfituant cette valeur dans k première équation proposée, et 
réduisant, ou trouvera 

3a:^— 73a:*= — 400. 

Cette équation, bien que du quatrième degré, peut se résoudire- 
comme celles du second, en posant a:*=z: u, ou plutôt en prenant 
d'abord a:* pour l'inconnue à trouver. 

214. £n général, on peut résoudre, comme les équations du 
gevond iêgré', toute équation ruiMrtée à làfbrfHé x'* -f" px^= q, 
en y prenant d'abord iJ^ pour Vineonnue à déterfminer, Aiïisî les 
équations a!:^4"J'^==^^ ®' a^r = 6, donnant x^ — 35a:' = -î- 
216; il en résulte a:' = 27 et a:^= 8^; d'où il est aisé de tirer les 
six Taléurs de a:, par k décomposition en facteurs inicoihius. 



/ 



Toici encore plusieurs systèmes d'équations à résoudre t 



«y=i:b— a(c+x) 



cV=:b*+y* j x« — xv + v* = 7 



uv=z6 



x-J-y=2v,vyr=a, 
u+v=2y, ax=c. 



X -}- 2 z= 2v, a+ Y r= 2r, 
¥z=:a et x*+u*=::c. 

215. Le plus souvent, lorsqu'on ^mine entre deux équations 
•du second degré, l'équation finale est du quatrième; et pour résou- 
dre cette ëqiHttion finale, il fiiut l'abaisser au second degré ; ce qui 
n'est possible, d'après <ce qui précède, que dans quelques cas parti- 
culiers, que nous^ons examiner. D'abord si -l'équation finale est 
décomposable en facteurs inconnus, ou si on peut la ramener . à ia 
forme or -{-pa^ = ^, on saura la résoudre complètement (212 et 
214). 

On peut trassi résoudre l'équation finale du 4® degré, lorsqu'elle 
estde 'l'une des formes que voici : 

x^-^px +gj:*+/?r-l-l=:o, 

^ H"JP^ -}- (p* +jprr + r' = G, 

mx^ + prx^^- fr^jf* — prx + nt^ zz o, 

les nombres P) q^r^ étant quelconques, positifs ou négatifs. 

Toutes ces équations, en effet, se résolvent en divisant les deux 
membres par a:*, et en procédant comme il suit-: prenons, par ex., 
la seconde équation; la division de ses deux membres par x* àcnr> 

liera x^ + r'x''^+p{x + rx"'') + qz=iO. 

Posant dans cette équation, x rf-.rx*"' z= u, d'où x* -}• r^-P""* 
= «■ — 2r, elle deviendra 

w' -f-jpi* + g -^ 2r = o. 

Cette équation fera connaître les deux valeurs u' et ti'' de u. 
Substituant ces valeurs dans x -f- ^•3?*"' = Uy après avoir multiplié 
de part et d'autre par ar, il en résultera 

X* — u'x = — r et x' — tiPx = — r j 

équations du second degré, qui donneront les quatre valeurs dex» 

C'est ainsi qu'on résoudra les deux équations 

x^_6x^4.13:c* — 24x+16 = o, 

x^—{ea+h)x^+{8a''+6ab)x^—l6u'b + ay)x+a''b*=o. 
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La même méthode servira à résoadre l'ëonation finale en x^ dans 
les deux systèmes d'équations 



arj- = ar + fl^, 



lea:»— ^— lerjr + 8jr — 12 = 0, 
6r*^-j- j.» + arjr — 21a? + 10^ — 10 = 0, 

216. Lorsque TSquation finale x^ + px* -f- qx* -{-txzzl&j est 
taUê, qvlen esirayant la racine carrée du premier membre, on 
arrice à un reste connu r'; la racine trouvée est égale à =^ (/"(-' 
— r'). Car si on ajoute d'abord — W aux deux membres de l'équa- 
tion proposée, il est clair que — W détruira -^-f^, dans l'extraction 
de la racine carrée du premier membre de la nouvelle équation j 
€%lte racine sera donc exacte et égale à =tz ^{s — r'). 

Or, si l'on prend la racine carrée de x^-^-px + ?^*+ ^^7 <w* 
trouvera, pour racine, x* + |pr + a(î — iP*)y c* P^^^r reste, 

Donc pour que ce reste soit connu, il faut qu'on ait 

kp{q-ip') = ri d'où fj=-i{q-ipy: 

Posant dans la première de ces relations, jp=:2A et r=: 2hk^ il eit' 
résultera 9 = A* -f- 2A ; et l'équation du i^^ degré sera 

x^+2hx^ + {h' + 2k)x*+2hhx = ê...{f). 

Comme ^ et rj ou ^ et A, sont dé signes quelconques, toutes lés 
'équations du 4™® degré, résolubles par extraction de racine car- 
rée, seront de même forme que V équation (11), et devront lui être 
comparées, pour savoir si on peut réellement lès résoudre de cette 
manibre. Telle sera, par exemple, l'équation x*— »8x^+ 18a?' — 
8rr=35, qui donnera x" — 4j: + l=;=fc: 6 j double équation dïi 
second degré, facile à résoudre. 

Mais dans ce cas , l'extraction de la racine carrée n'est pas néces- 
saire^ car l'équation (1) est évidemment la même chose que 

(x* + hxy + 2h{x*+hx) = si 

elle se résoudra donc comme celles du second degré, en y prenant 
d'abord x*+ Ax pour Finconnue à trouver. C'est ainsi qu'on dé- 
composera en facteurs le polynôme a*' — 4a b 4- 6a*b^ — ^ab , en 
•heccfaant les valeurs de a?, qui rendent nul ce polynôme (210). 

C'est aussi par ce procédé qu'on résoudra les équations finales 
du 4»" degré, dans les systèmes d'équations que voici :. 
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x + y = a, 18xy — 20x'+2y» 4.32x4.8^ = 360, 

x* + y* = b, 8xy — 14x»4-y' + 8x4.2y = 90. 

x-ry=a, I x4-y = a, y — x = a, x'y» 

x*-y*:;=b, | x*4-y*-ïY = l', +J.(x' + f) = c. 

217* On pevt quelquefois ajbaisser Tëquation finale du quatrième degré 
au second , en égalant son premier membre x^ -|- px^ -)- ^x^ -^-rx-^s^ 
qui est nul, au produit (x'-f-Ax-J-A:) (a:'-j-^'j:-{-A'), On posera aind 
une identité, de laquelle on déduira les relations 

On prendra donc, positivement ou négativement, les deux diviseurs 
h et kf de f, de manière à satisfaire à la relation ^&'= j, puis on substi-* 
tuera leurs valeurs, ainsi choisies, dans les trois autres relations : la pre- 
mière et la troisième feront connaître les valeurs de h et A', qui devront 
satisfaire à la seconde relation ci-dessus. Cçtte condition exigera souvent 
plusieurs essais relatifs aux valeurs attribuées à k et kf\ mais le nombre 
des essab inutiles sera d'autant moindre, que Içs diviseurs de s seront en 
nombre plus petit. Une fois que la troisième relation sera satisfaite par 
les valeurs de h^h\k et A', Téquation finale proposée se partagera dans 
les deux équations du saoond degré 

G^est ainsi qu'on résoudra les équations du n** ai5 et cellesnci : 

sr — X +jr'— -jr-f-i = o, x^-\-x -«-7J?' — ^^x •\- ioit^^o* 

La dernière de ces équations résulte de Téliinînation de^ entre les deu^ 
équations du second degré : 

4r* + y*-r-ar — y=^8 et Jf' + a?y + y*==i9. 

Mais en soustrayant la {Mremijre dç ces équations du double de la seconde, 
çn aura une équation du second degré, par rapport à la somme x '\-y^ 
qui donnera x -|-j^ = 5 et a:-(-^=3 — 65 d'où la résolution des équa- 
tions proposées devient très-facile. 

Enfin, (m, pourrait aussi résoudre, par deux facteurs du second degré, 
l'équation 

^4 _^i^^^ aV + J V + 7.a^hx ~ a'^' = 0. 

Mais on y parvient immédiatement par la décomposition en facteur^ 
inconnus \ car alors on trouve que cette équation revient à 

(« 4* ^) (* — ^) (* -"' ^)*== p. 
218. Multiplicité des ragines. La décomposition en fiieteurs 
inconims, ramenauit au premier ou au second degré, des équatÎQns 
qui; par d'autres juçt^odes^ s'élevrgient à un degré plus considérable 
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(212)^ deyient fort utile pour établir la mulHpUcUé ierraûine$; 
et si l'on donne à r les valeurs 3, i, 5, 6, 8, 9, 10^ 12, on pourra 
laire Wir que la racine vûme de tout nombre donné n, a ioujourt 
r valeurs, dont une eeule arithmétique. 

En effet, soit x l'une quelconque des racines rièmcs de m, et 
soit a la valeur arithmétique de la racine r*^^ de ce nombre n ; on 
aura donc à la fois x^znn et cl' ziin\ d'où x^ z^ al. Soit pose 
X'=.ay\'A viendra ay=a'', ou^zz: 1 , ou encore^— 1 =:<►. 
D'où il suit que pour avoir toutes les valeurs de x dans x''=n, 
il suffît de chercher toutes les valeurs de^ qui satisfont à l'équa** 
tion ^— 1 = 0. 

Si donc on y prend successivement r=:,8, 4, 6, 6, 8, 9, 10, 12, 
et qu'on décompose chaque fois en facteurs, on aura, poUr déter-^ 
miœr les diverses racmes de l'onité^ pour ehaqœ valeur de r, les 
éqiations : 

Cr-i)Cr'+j'+î)-o, Cr-i)Cr+i)Cr*+i)=o, 
Cr-i) Cr*+/+^*+r+l) =0 , Cr*-i) (/H.y+i)=o , 

Cr*-i)Cr*+i)=«, Cr*-i)(j*+y+i)=o» 
Cr-i)Cr'+/+/-hr*-f i)=o et (^*^i)(^»4./+i)=:o. 

G>n8idérons, par exemple, la troisième de ces équations : les valeurs 
de^, propres à y satisfaire, doivent rendre nul chacun des facteur» 
du premier membre ; ces valeurs seront donc fournies par les équa- 
tions j^— 1 =0 et jr + J" +J'*+J*"f"l =®' Divisant lés deux 
membres de la seconde par j^*, et opérant comme au n<* 215, on 
verra que la racine 5^ de l'unité, a les cinq valeurs que voici ; 

1, i(l/5-l±|/=IÎJ/10 + 2i/5) 

et «(-.^/5 — Irtï/inj/lO — 2i/6). 

Par conséquent la racine 6^ du nombre n a cinq valeurs, dont une 
seule arithmétique, égale à a^ 

Et parmi ces valeurs, il n'en est aucune qui, sous le point de 
vue analytique, se distingue des autres, de manière à recevoir de 
préférence la dénomination de vèritahle valeur de \yn', car cha- 
cune satisfait à la seule condition de toute racine cinquième , savoir 
(p*étant élevée à la V puissance, elle^ reproduise le nombre pro^ 
posé n. On voit qu'en opérant sûr le symbole j^n, ôri opère réel-- 
bment sur ks cinq valeurs dolit ce symbole est susoefitible ) ee qui 
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expliqua pourquoi le résultat a quelquefois une forme différente de 
celle à laquelle on croyait devoir parvenir (103). 

Par des procédés analogues, on vérifierait aussi que, pour r = 
3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 12, la meine t^^ de — n a toujours r valeurs 
algébriques» Ainsi j* désignant la racine lO"'^' de •— 1, on aurait à 
traiter l'équation {j-^ + 1 ) (j^* — J^^ + JT^— J^* + 1 ) z= o, et 
ainsi des autres. 

219. D'après ce qui précède, on voit dans quels cas il est possi- 
ble de résoudre complètement les équations binômes ou à detut 
termes^ ramenées à la forme xTzszza, On peut donc trouver lei 
cinq valeurs de x dans l'équation 

On voit aussi dans quels cas il est possible de résoudre complè- 
tement les équations trinômes, de la forme x^"^ '\' poc^ =^ q. Par 
exemple, si on a les équations a? + 81a:^= 82j:, et 

on pourra calculer les 9 valeurs de x, dans la preihière de ces équa- 
tions, et les 6 valeurs de j^, dans la seconde. 

220* Choix davs lcs éliuivàtiovs. La maniéré d^âiminer les incon- 
nues, a une grande influence sur le plus ou moins de facilite quVn troaye 
à résoudre les équations proposées. C^est ce que nous ayons déjà vu plu- 
sieurs fois, dans ce qui précède ; et c^est ce que nous allons encore indi- 
quer sur plusieurs exemples, analogues à ceux qu^on rencontre dans les 
applications de Valgèbre à la géométrie^ et où Ton reconnaît que non- 
seulement il y a un choix à faire parmi les diverses méthodes d^âimination, 
mais aussi parmi toutes les inconnues que le problème peut rjenfermer. 
Par exemple, si on avait les deux équations 

as:=:ey^'xy et dr'=^o' + y% 
IVqnation finale en x pourrait se résoudre par extraction de racine carrée 
(216), tandis que Péquation finale en y se résoudrait en divisant les deux 
membres par^' (215). Ainsi on voit qu^il n^est pas indifiérent d^ëliminer 
une inconnue plutôt qu^une autre. 

221* Maintenant pour montrer Tinfluonce de la mëthode d^élimination 
employée , considérons les divers systèmes d^équations que voici : 

^xy(x + y) = 9a3 | (x> + y>) (x3 + y3)=:c | xy(x3 + y3) = c 



(x — y)(x3 — y3) = ac 



x-f-y'x'"» = a— y 

^*+y*+y**~'=<î 



ixy = x + y, X* 

+ y'— xy = a7. 



Dans le premier système, la division de la seconde équation par la 
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première f fera connattre immëdiatement les valeurs de x— j^; dans le 
second, la substitution des valeurs des facteurs du premier membre de 
la seconde équation , tirées du carré et du cube de la première, fera con- 
naître les valeurs de xyr ; tandis que Télimination de jr donnerait une 
équation finale en x, résoluble par extraction de racine carrée (216). 
Dans le troisième système, en substituant, au lieu du second facteur du 
premier membre de la seconde équation , sa valeur tirée du cube de la 
première, on aura les deux valeurs de ay. Si on éliminait d^abord j^, 
réquation finale en x serait résoluble par extraction de racine carrée. 
Pour le quatrième système, on prendra la somme et la différence des deux 
ëquations, puis on substituera dans le carré de la seconde des équations 
résultantes, la valeur de ^-f-J^, tirée de la première. Dans le cinquième 
système, si Ton soustrait la seconde équation hors du carré de la première, 
on aura sur-le-champ la valeur àejr. Enfin', pour le derniers sytème, la 
soustraction de 6 fois la première équation hors de la seconde , fournit 
immédiatement les valeurs de x-^-y^ tandis que Téliminatîon àejr, aurait 
donné une équation finale, qu^on ne sait résoudre que par deux facteurs 
du second degré (217) , et probablement , après plusieurs essais inutiles. 
222* On voit bien , par ces exemples , Finfluence que peut avoir la 
méthode d^élimination sur la détermination des valeurs inconnues. Mais 
ce qui est très-remarquable, c^est qu^ la possibilité de résoudre des équa- 
tions, peut dépendre de la méthode d^élimination employée. En effet, 
qvCoa ait, par exemple, les deux équations : 

jpy = a(jr — y) et jf* -f- y* =^ ^** 

Eliminant/, par substitution de valeur, on aura une équation finale, 
du 4'"* degré en x, qu^on ne sait résoudre par aucune des méthodes 
précédentes. Or^ cela vient uniquement de la méthode d^elimination; 
<iar en soustrayant le double de la première équation hors de la seconde, 
on aura évidemment 

{x — y)*+2«(* — y)==^*> d'où X — y= — a=b:l/a'4-«*- 
Et si Ton désigne par n et /» ces deux valeurs de x — /, il viendra , 

pour déterminer les valeurs dé x et de jr, les deux systèmes d'équations, 

faciles à résoudre par addition et soustraction : 

sy^=an et jr*-|-y'=^*> xy=^ap et jp'-f-y* = ^'. 

223* Généralement, l'élimination par addition et soustraction, doit 
être préférée à la substitution des valeurs, toutes les fois qu'on p^ut en 
faire usage ; parce qu'elle conduit à des équations finales plus faciles à 
traiter. C'est ce que nous avons déjà remarqué plusieurs fois ^ et c'est ce 
que nous verrons encore en résolvant les équations 

jp-{-y = a, xy^=^h% et x'-j-y'^rrrrz'. 

Ajoutant, en effet, la troisième équation au double de la seconde, et 
ayant égard à la première, il viendra une équation du second degré en 
^, facile à résoudre. G>nnaissant 2, on aura aiaément x tiy> 
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Si on âiminait zt\y par substitntion, IVqttttion finale itérait 

x^ — lax + (a* — 2^') X* + aai'* + a'i' = o, 

et se résoudrait par extraction de racine carrée* Cette équation revient à 

ccUe^i: (s*^asy—2b\x*—as) =—a'b'; 

elle se résoudra donc aussi en y prenant d^abord a^ — ax pour Filicon- 
nue à trouver. 

Voici plusieurs s)rstémes, à traiter par addiûon et soustraction :* 



ax = by — y% 

x' = b*-|-aby— ay», 

(x>+y')xV = a900, 

X + y + z=:5a, 

«'+r+»'=b, 



x4+y4=97, 
xy r=: 6. 



yz = ia, x(*— y) = a, 

x3 -{- axV 4" ^^'^^ — 4*v+ ^' = 4 1 
xa + **▼ + av" — 5v + 21 = o- 



x4-y = az, 

xy = z», xy 

+ xV + yV=:c. 



x + y+z = b — a, 

xy==az, 

x> + y» = a3, 

Dans le troisième et le quatrième de ces systèmes, il faudra d^abord 
élever la seconde équation au carré. Dans le cinquième, il faudra d^abord 
éliminer x^, puis décomposer en facteurs \ etc. 

224. Voici encore trois systèmes d^éqoations, faciles à résoudre, par 
des éliminations particulières : 

x'-|-xy* = ay, xv^4"V' = 36, x'y^xy' = a, 
x'y + yî^cy, x'v + x*=îi44, x4 + y4 = b. 

La manière d^éliminer les inconnues, prâente souvent des simplifica- 
tions, dont on doit profiter, mais que Thabitude du calcul analytique 
peut seule indiquer. Tantôt il faut d^abord diviser les deux équations 
Tune par Pautre , comme dans les deux premiers systèmes précédens. 
Quelquefois il faut élever Tune des deux équations au carré, après Pavoir 
décomposée en Moteurs, comme dans le troisième système qui précède. 
On peut éliminer par addition ou êouâtraetion^ par multiplication^ par 
division , par éléuation à de certaines puissances et par décomposition 
en facteurs^ soit au moyen d'un seul de ces procédés^ soit en se servant 
de plusieurs d'entre ezur, à la fois. On ramène ainsi au premier ou au 
second degré, des équations qui , par des méthodes générales d^élimina^ 
tion, n^auraicnt pu être résolues. Mais ce n^est qu^en traitant des équa- 
tions convenables, qu^on peut apprendre à reconnaître les simplifications 
dont Pélimination est susceptible, dans chaque cas particulier. Ici surtout 
les exemples en apprennent plus que les règles : aussi avons-nous déjà 
considéré un grand nombre d^applications ; et voici encore plusieurs 
systèmes dVquations , à résoudre : 

(x + »)vx = ., j(:i» + y'.)(x + T) = a, 
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xv(x — ?)=ïa, I x* + y* + axy = io9, j x + v — l/xv=!7| 
x*?a(x» — ?»)r=.b. I x»+y* = i3. | |/x+|/v=5u 

* + y + » + « = 5y==J^ï = fu ety*+z* + u* = 353. 

225* H est bon d^obsenrer encore que quand les inconnues entrent 
de la même manière, dans les équations proposées, on obtient presque 
toujours une ëquation finale d^un degrë moins élevé, en remplaçant ces 
inconnues par dVutres qui en dépendent Clément, telles que leur demi- 
somme et leur demi-différence, leur somme et leur produit, leur produit 
et la somme de leurs carrés , etc. La forme des inconnues auxiUaireg 
peut varier de diverses manières ; mais il en résulte de nouvelles équJh- 
lions, plus fiiciles à traiter que les proposées. Par exemple, si on a 

(* + r)(jf'+r') = a et (ar'+r*)(jr^ + r^) = i, 

on posera 'x-f-i;= k et »* -|- ^^ =^ ^ ) ^^^^ ^^ élevant au carré et subs- 
tituant, on trouvera 

uiz^a et •5/(^ + 214'/ — M^) = ft. 

Eliminant u , IVquation finale se résoudra comme celles du second degré, 
en y prenant pour inconnue. Bt si a = 65 et b = ia6i, on aura^ en 
se bornant aux valeurs réelles , tm3, tt = 5, jc=:3 et i;s=9. 

G)nsidérons encore les systèmes d^équations : 

|>'x-y + |Vxy'=48, 



j/x*+l/y*=97, 
xyr=9i6. 



==:b, x5+y^+z3=c. 



xy=vz, x + y=aa,v + z | (x+y)xy=a, I xy(x+y)=a, 
s=:îib,x*+y*— V*— »*c=c, | (x— y)xy=:b, | xy(x«+y*)=c- 

H faudra poser, dans le premier système, x*=ttî et^=;«' ; dans le 
eecond, ap=tt3 tiy:=it^\ dans le troisième, x-f-j-rrrai* et x — y"=i%t\ 
dans le quatrième, jr-— ^=aii et v—- 2=3t, on bien on prendra seule- 
ment jrfr=/»*, dans le cinquième, on fera x-\-yz::z%u et ar— jrr=af, ou 
bien on prendra la somme et la différence des équations proposées; enfin, 
dans le sixième, on posera «*|-jr=3c< et a^=r£« 

Enfin, pour résoudre les deux couples d^éqnations 
y + i=:l/^, j ^/x» — al/ylJ/x + y — 1 = 0, 

x + y = i + l/(x4-y-f-i)-, I l/'x> + 6l/y — y — 9 = 05 

on pourra faire disparaître directement les radicaux , dans le premier 
couple; d^où Ton aura ensuite une équation finale enjr, résoluble par 
extraction de racine carrée. Mais quant au second , il faudra poser x = 
tt^ et^:=: t*; ce qui donnera deux équations facUes à râoudre. 
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Problèmes du second degré et Interprétations. 

226. La mise en équations des problèmes du second degré, se 
(ait d'après la même méthode que celle des problèmes du premier 
(163). Néanmoins y comme les équations du second degré fournis- 
sent toujours deux valeurs pour l'inconnue , il est bon de saToir 
interpréta' ces valeurs, surtout quand eUes sont imaginaires; et 
c'est ce qu'on apprend par les exemples que nous allons consi^ 
dérer. 

Un homme a donné 120^ pour une pièce de drap. Si la pûee 
avait contenu 6 amiee da plus, chaque aune lUi aurait coûté V 
de moùiê. Combien y ca>ait'il â^ aunes dans la pûee? 

Soit X ce nombre d'aunes; chaque aune coûte donc — • Si h 

pièce renfermait 6 aunes de plus ou x-f- 6, chaque aune coûterait 

■ ; et puisqu'alors chaque aune coûterait 1^ de moins qu'an- 

' 1 ÎO 

paravant, ou — ^— - 1, il en résulte 

Chassant les dénominateurs , et réduisant, on trouve 

a:* + 6x = 72; d'où a:=:24 et 2? = — 30. 

La première valeur résout le problème proposé, comme il est aisé 
d'en faire la preuve. Quant à la seconde valeur xzn — 30; puis- 
qu'un nombre d'aunes, et en général, un nombre absolu, n'est 
pas susceptible d'être pris en sens contraire, il faut, pour avoir le 
problème résolu par cette valeur, changer a: en — x dans l'équa- 
tion proposée (177); ce qui donnera, en changeant à la fois^lfes 
signes du dividende et du diviseur, 

= — z — 1; doû r— s=— +1- 



X — 6 X X — 6 X 

Telle est donc l'équation du problème résolu par x = 30. En la 
comparant à la proposée (1), on verra que ce nouveau problème 
est : Un homme a donné 120^ pour une pihce de drap. Si la pihce 
avait 6 aunes de moins, chaque aune coûterait V de plus. Comr 
bien y avait-il t aunes dans la puce ? 

Résolvant directement le nouveau problème, on trouvera x= 
30 et xz=. — 24 ; et la valeur 24 , qui ne convient pas au problème 
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nouTean, ràont Ie*proposé. En général , une éqnatioii dû second 
degré résout toujours deux problèmes y quand ses racines sont de 
signes contraires , et deux fois un même problème | lorsque les 
racines ont un même signe. 

227. CamJnen y oriil Seau dang un puUi eyUnânquê, dont là 
eanstrueUon a eoûU 248^.' On gaii, par h mhnmre dufontai^ 
nier, que ee prix a crû comme la profondeur estimée en piede', 
et a été 10^ pour le premier pied. On êoU en cfutre que et on tire, 
du pvUe 120 liirone Seau, le niveau e'abaiesera tun dend-pied. 

n faut d'abord ckercher le nombre de pieds contenus dans la 
profondeur. Or, soit x ce nombre : puisque le prix a crû conmie 
la profondeur, ce prix étant KKpour le premier pied, sera 2 fois 
l(Kou 2(Kpour le second, 3 fois l(Kou âCKpour le troisième ^ 
4 fois 10»^ ou 4(Kpour le quatrième, ..., a: fois l(K-ou 10 j;»^ pour 
le X ième ; le prix de la construction est donc 10-4-20 -{- 30 «^-^ 

40-1 h lOx, ou 10(1 + 2 + 3 + 4-1 l-ar), oubien, 

d'après ce qu'on a vu (170), 10 X i^ (^ + 1 ) ; ou enfin 5x (:c 
+ 1 ). Mais ce prix est aussi 248^ ou 4960*^; on a par conséquent 

62:(a? + l) = 4960; dV)à a: = 31 et x = — 32. 

Le puits a donc 31 pieds de profondeur. Et puisque pour \ pied de 
profondeur, • il y a 120 litrons d'eau; pour ^ pieds, il y aura 62 
fois 120 litrons, ou 7440 litrons; le puits contient donc 74 barils 
40 litrons d'eau. Ge qu'il fallait trouver. 

Quant à la valeur négative x=— 32, en changeant xesn-^x, 
on verra que cette valeur est la profondeur d» puits ou Teau serait 
à un pied du bord, et dans lequel le prix de la construction au- 
mu/ crà comme la profondeur dùmnuèe ^un pied, Ge qui montre 
que le problème résolu parla valeur négative, a quelquefois pea 
d'analogie avec le proposé. 

228. Par quel nombre fomt-il dwieer id, pour que le quotient 
sait égal à 5 diminué du diviseur* 

Soit X le nombre cherché ; on aura donc 

-=6 — x; d'où x = |±ï/f^I^. 

Ces deux valeurs de x étant imaginaires, le problème proposé est 
impossible. C'est d'ailleurs ce qu'on pouvait prévoir; car le diviseur 
devant être retranché de 5, ne saurait surpasser 6, ni même lui 
être égal. Or^ si l'on divise 36 par chacun des nombres entre o et 
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6, tôt» les qnotiens seront plus grands qne 6, et pins grands, i 
plus forte raison, qne 5 diminué du diviseur. Cependant, le pro^ 
blême Yeut que Fnn de ees quotiens soit ëgal à 5 moins le diviseur 
correspondant; le problème demande donc une cbose impossible; 
il est donc impossible Ini-mèue. 

En général, lorsqu'on tente de résoudre un problème, on ne sait 
pas d'abord si ce |»oblème est possible ou absurde ; on est donc 
obligé d'exprimer algébriquement toutes les conditions de la ques- 
tion, bien qu'il y en ait peut-être qui se contredisent, sans qu'oit 
s'en aperçoive; et si après avoir examiné tout ce qui peut conduire 
i la solution^ on arrive à une valeur infinie, négative ou imaginaire^ 
on peut coDcikire, avec certitude, qde le prdblème proposé est ûh 
snrde et n'a pas d'antre solution. 

De même que les valeurs négatives et infinies, les expressions 
imaginaires conduisent à résoudre de nouveaux problèmes, sans 
qu'on ait à recommencer les raisonnemens et les calculs qui ont 
fourni ces expressions. Or, nous ayons déjà vu (207) que pour cela, 
il suffit de rendre paeitive la quantité sous le radical, en y chavt^ 
géant h sifne de quelques-uns des nenibres ^t la composent, et 
d^opSrer les mêmes changiemens dans les équations proposées. 
Ainsi, dans l'exemple qui nous occupe, si l'on change 36 en — 36, 
l'équation et l'expression proposées deviendront 

= 5 — xetx = i=t: j/f + 3ë; d'où 



X 

36 



zzar — 5 et rrri =fc^, ou x=:& et xrr — 4. 



Le preblèmie résolu par or =: & est donc celui-ci : Par quel nontbr9 
fimtil diviser SQ, pour que le quoUent soit égal au diviseur iims^ 
nué de 5? 

A r^rd de la valeur n^psbtiYe :r s=: -^ 4, st l'on ebange x en 

—a: dans — =:r — 6, il viendra — =x4-5; d'où fl est visible' 

X * X 

que x = 4 résout le problème : Par quel nomBre faufil diviser 
36, pour que le quotient soit égal au diviseur augmenté de 6? 

229. On voit que ^interprétation des expressions imaginaires, 
n'est qu'une extension de celfe des valeurs négalîvies , et s'opérer 
d'une manière absolument semblable. Par exemple, deux pointe 
&une droite étant éloignés îun de t autre êe 20 mitres, si Ton 
veuf trouver, sur cette droite, un troiHkme point, dont le pnfduit 
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deê distancés )iux deux premiers, fasse 12S; non-seolemeftl on 
saura interprëter la yaleor imaginaire, qui a lieu quand on suppose 
le point cherché entre les deux autres ; mais de plus , on Terra pour- 
quoi le problème est alors impossible et pourquoi il y a nécessaire* 
ment une solution négative^ lorsqu'on suppose le point demandé 
hors des deux prpposés. C'est que dans ce dernier cas , il n'y a pas 
de raison pour que le point cherché soit plutôt à la droite de l'un 
des points donnés ^ qu'à la gauche de l'autre^ et que dans le pre- 
mier | le produit des deux parties , dont la somme est 20, ne saurait 
surpasser 100 j puisque (lO+t^) (10 — 17)=100— r'. (On pour- 
rait aussi demander que 1760 fût la somme des cubes des distances 
cherchées.) 

230. Deux corps lumineux keiB sent Sleignfc Pun de f autre 
de à mhtres, et fournissent à un nùtre de distance, le premier a et 
le second b unités de lumih*e. Trouver sur la droite DE, qui passe 
par ces deux corps, un point P qui en soit également éclairé. On 
sait qu'à m fois plus de distance, un même corps répand m* fois 
moins de lumière, 

J) — — - — E Soit X la distance AP du point 

cherché P au corps A ; sa distance 
à B sera (2— x. Et puisqu'à un mètre de distance le corps A ré- 
pand a unités de lumière; à x mètres, c'est-à-dire à x fois plus de 

distance, il répandra x* fois moins de lumière ou -;• Pe même, à 

d — X mètres de distance, le corps B répandra j-z r^ de lumière. 

Or, à ces distances, les lumières fournies au point P, par les deux 
corps A et B, doivent être égales; on a donc 

a _ h 

Cette équation se réduit sur-le-champ à une équation du premier 
degré ^ en extrayant la racine carrée de ses deux membres, et il vient 

i^-— = ' '^ id'oAxrr ,^ *! ^ > 

Discutons le prd)lème, 1<^ Si a ^ &, par exemple, si a =: 9 et 
hziziy on aura xzn^ et ar=^â<£. Amsî x aura deux valeurs posi- 
tives, l'une '^ideX<C.i} ^^ l'autre plus grande que dL. Donc il y 
jiuradeux.points P et F également éclairés chacun par les lumières 
A et B, l'un entre ces himières et l'autre au-dehws, mais tous lea 
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deux plua près de la lumière B la moins intense, comme cela doit 
être. 

On peut Yoir d'ailleurs pourquoi l'équation proposée détermine 
deux points; cela Tient de ce que (<2 — x)* est identique avec 
(07 — dy*, car alors en désignant par x la distance AP', on trouve 
une équation identique avec l'équation proposée. Cette proposée ne 
devait donc pas donner ÂP plutôt que ÂP'; mais devait fournir ces 
deux distances. 

2^ Si a "^ h, par exemple, si a =r 4 et 3 = 16, il viendra xnz 
^det xziz — d, La 1'^ valeur détermine un point F entre les deux 
lumières, mais plus près de la lumière A la moins intense. Quant à 
la valeur négative x = — dy elle résout le problème que donne le 
proposé, en y prenant l'inconnue x en sens contraire (176); c'est- 
à-dire en mesurant la distance a: de A vers D , au lieu de la porter 
de A vers E. Prenant donc AP"t= d, le point P" recevra la même 
lumière de chacun des corps A et B. Effectivement, en calculant 
ces quantités de lumière, d!après les conditions du problème et 

« = 4, 5=ie,cne88erédn«entchacnneà A. 

3^ Si a = hy on aura aussi ^a =: [/h y il viendra xzn^d et 
XznQOf comme cela doit être, puisque quand azizby les deux 
corps lumineux fournissent la même lumière à des distances égales. 
Mais le point qui répond à a: =: oo, étant infiniment éloigné da 
corps A , sa position ne saurait être déterminée et le problème n^a 
réellement que la solution x =: ^d^ qui est le point milieu de AB. 

4° Si on avait résolu l'équation proposée, sans extraire d'abord 
la racine carrée de ses deux membres, on aurait eu 

d(a±tAg) 

*- a-i 

Cette formule se déduit de la première, en y rendant le dénomina- 
teur rationnel (73) ; et quand az=by elle donne ar=|eta: = oo, 
tandis qu'alors on doit avoir x:zi{dei xz:z(x>. Cela vient du fac- 
teur étranger a — h commun aux deux termes, et qu'on mettra en 
évidence par le procédé du n<> 208. On aurait aussi le facteur qui 
anéantit les deux termes, lorsque azi: ^, en observant que dams la 
formule précédente , a = ( \/a )' et ^ == ( \/b )*. 

6<* Enfin, si a ou & était o, c'est-à-dire si l'une des lumières A 
ou B s'éteignait, il faudrait remonter à l'équation proposée pour 
avoir la vraie valeur de x, qui alors est infinie. 
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231. Toici une suite de problèmes du second degré, propres à 
exercer sur la mise en équations et l'interprétation des valeurs : 

I* Trouyer deux nombres dont la somme et celle de leurs cubes yalent 
respectivement lo et a8o. (Ces nombres sont 4 «t 6. ) 

II. Une personne a acheté du drap pour iSo'' : si pour la même som- 
me, elle avait reçu 3 aunes de plus, elle aurait payé chaque aune 3^ de 
moins. Combien a-t-elle eu d^aunes? (R. i5 ou — la. ) 

III. Des \'oyageurs louent une voiture pour i^S^. Arrivés à leur desti- 
nation, deux dVntre eux s^échappent sans payer, et augmentent par leur 
fuite, de 10 fr. ce que chacun des autres voyageurs avait à payer aupa- 
ravant. Combien y avait-il d^abord de voyageurs? (R. j ou — 5.) 

IV. Le produit de deux nombres est i6 ; et si Ton ajoute 6 à chacun , 
le produit des deux sommes sera 88. Quels sont ces deux nombres ? ( R. 
Imaginaires* ) 

V. Un homme achète un cheval, qu^il vend ensuite pour 5a5 francs. 
A cette vente ) il perd autant pour 4oo ù. du prix de Tachât que le cheval 
lui a coûté. Combien IVt-il payé? (R. Imaginaire.) 

yi. Deox courriers partent du même endroit, Tun 6 jours avant Pau- 
tre, et vont dans le même sens. Le premier fait une lieue le premier jour 
et chaque jours a lieues de plus que la veiUe. Combien le second , qui fait 
. Sa lieues tous les jours, sera-t-il de temps pour atteindre le premier? ( R. 
8 ou a4 jours. EU si le premier partait lo jours avant Paulre, le problème 
donnerait des valeurs imaginaires, h interpréter.) 

yn. Deux paysannes ont vendu à elles deux loo œuSs et ont reçu cha- 
cune la même somme d^argent. Si chacune avait vendu ses œuù au même 
prix que Pautre les siens, la première aurait en i8o«^et la seconde 8o. 
Combien avaient-elles d^œufs chacune. ( R. La première 4o ou — aoo. ) 

VIII. Deux marchands partent de leur endroit, au même instant, pour 
aller au marché à 6 lieues de là. Le premier fait par heure une lieue de 
plus que Tautre, et arrive une heure avant lui. Combien chacun fait-il de 
lieues par heure? (R. Le premier 3 ou — a et le second a ou — 3.) 

IX. Deux ouvriers travaillent ensemble et gagnent chacun tin prix dif- 
férent. Le premier ayant travaillé 6 jours de plus que Pautre, a reçu ^6^ 
tt le second 54^« Si k premier avait travaillé 6 jours de moins et le second 
6 jours de plus, ils auraient reçu chacun la même somme. Quel est le 
nombre de jours de travail de chacun et h prix de sa journée? (R. Le 
premier a travaillé g jours ou — S de jour. ) 

X. QueUe valeur doit avoir x pour que le polynôme oia^b — Sd^^^ -f^ 
^b^ — 85^ soit divisible exactement par à*'\^x? (R. xr=: — ai^ ou x 
rzr a&' —7 ^b. De là résulte un moyen de décomposer en facteurs cer- 
tains polynômes. ) 

XI. Un hboureor ayant semé 3 mesures de blé , en a recueilli une 
quantité iacomne à ^ ayant soné cette quantité et 4 mesures de plus, la 
seconde année, il a récolté 6 mesures de moins que la semence de cette 

9 
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ann^e. Combien à-t-il recollé la première amiée, sachant que les rcfcokes 
ont été proportionnelles aux semences? (R. Imaginaires, à interpréter.) 

Xn. Un neptmie et une ampbilrite, places sur le bassin d^une fon- 
taine, peuyent le remplir séparément, le premier en un certain temps et 
la seconde en une heure de moins. Mais un dauphin, qui sert de support 
au bassin, peut le vider seul dans. la moitié du temps que Tamphitrite a 
été à le remplir ; et quand Veau sVcoule par les trois ouvertures à la fois, 
le bassin étant d^abord plein ^ il £iut 13 heures pour le vider. Combien 
chaque ouverture met-elle seule à remplir ou à vider le bassin? (R. Le 
neptune seul emploie 4 où — 3 heures, etc. ) 

Xm. Deux courriers éloigna Tun de Tautre de d lieues, partent en 
même temps, vont Ton contre Pautre, et marchent tellement, qu^au mo- 
ment de leur rencontre, il faudrait a heures au premier pour faire le che- 
min du second et b heures au second pour £iire le chemin du premier» 
Combien le premier £àit-il de lieues par heure? (Discuter le problémei) 

Xiy* Connaissant les extrêmes a et h d^une proportion, dont Pun est 
la somme des moyens , trouver ces deux moyens. ( Discuter. ) 

Xy. Quel nombre x doit-on ajouter à deux nombres donnés a et 5^ 
pour qu^en IMtant du premier a et en soustrayant le second &, le produit 
des deux sommes et celui des deux restes, soient entre eux comme a est 
à b't ('On peut supposer a=3o et &=5, etc.) 

XVI. Trouver dé laquelle de ses parties Peau d^un vase doit diminuer 
pendant chaque heure, pour qu^en y ajoutant b litres à la fin de chacune, 
il y reste c litres au commencement de la troisième. On sait qu^il y avait 
d^abord a litres d^ean dans le vase. (Discuter. ) 

XVn. Trouver trois nombres en proportion continue , comuissani 
leur somme a et la somme b de leurs carrés. 

XyiU. Trouver quatre nombres en proportion, connaissant la somme 
aa^des extrêmes, la somme ^b des moyens et la somme c des puissances 
quatrièmes ou cinquièmes des quatre termes. 

XIX. Partager le produit 6 en deux Êicteurs dont la somme des cubes 
fasse 19. ( Interpréter les valeurs imaginaires et calculer ensuite toiAa 
les solutions» j 

Des Maximums et des Minimums du second degré. 

2S2. Les maximams et lesminiinnms du second degrë^ recevant 
un grand nombre d'applications utiles, doivent être considérés dans 
les élémens d'algèbre ; et ce que nous allons dire snfi&ra pour ap* 
prendre à les trouver dans tous les cas. 

J'appellerai maximum ou minimum du êeeond degréj la plus 
grande ou la plus petite valeur que puisse avoir une variable, en- 
trant dans une équation du second degré; ou résoluble comme les 
équations du se«ond degré. - - 
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t)ii appelle variable^ toute quantité dont la valeur peut chan^; 
et constante, la quantité dont la valeur reste toujours la même. Si 
cette valeur n'est pas actuellement déterminée, la quantité prendra 
le nom de constante arbitraire. 

. Une variable est indépendante, lorsqu'elle sert à en déterminer 
une autre, qui alors est dite variable dépendante on /onction de la 
première. En général, on appelle y<mc^n d'une lettre, considérée 
comme variable, toute expression algébrique contenant cette lettre*^ 
La fonction est entihre et. rationnelle, par rapport à la variable, 
lorsque celle-ci n'y entre, ni conmie diviseur, ni sous aucun radi- 
cal. On indique toute fone^tion de la variable x en écrivant y (or), 
onfxy et en énonçant ybn^on de x. De sorte que èajLS fx, fe&t 
un signe, qu'il faut bien se garder de prendre pour l'expression 
d'nn nombre. 

233. Proposons-nous d'aboîrd de décomposer le produit donné a 
en deux facteurs positifs, dont la somme soit la moindre possible l 

Soit X l'un des facteurs cherchés et m leur somme variable ; 
l'autre facteur sera m — a:, et l'on aura 

'a:(wi — a:)=:a; d'où a: = ^m =i= J/^m* — tf ... (1). 
Puisque la somme m varie avec a;, il est clair que plus m diminue, 
plus aussi ^'^- a diminue; et m ne peut diminuer que jusqu'à 
donner ^m*::=a. Car si m diminuait encore, ^* — a deviendrait 
négatif; donc x serait imaginaire ou impossible. La plus petite va^ 
leur de m fournit donc jwi' = a et a: = -Jm ; d'où {m = [/"a et x 
\/a-=.m — X, De sorte que les deux facteurs cherchés sont égaux 
entre eux et à |/^a. 

Par exemple, si a = 36, ces deux facteurs vaudront 6 chacun. 
Effectivement, si l'on décompose 36 en deux autres facteurs qucl-^ 
conques, leur somme sera toujours plus grande que 12; c'est-à-dire 
plus grande que quand les deux facteurs sont égaux cliacun à 6. 

Si m était constante et a variable, il est clair, par l'expression 
(1) , que le maximum de a sçrait Jm* et donnerait xz=.\m'=z m 
— X, D'où il suit que pour partager un nombre donné m en deux 
parties, dont le produit soit le plus grand possible, ilfautpren^ 
are ces deux parties égales entre elles. Et c'est ce qu'on vérifie 
aisément en représentant ces deux parties par ^m -(- 9 et ^n — ^. 

On voit que lés calculs qui fpurnissent le minimum d'une varia- 
ble, conduisent aussi au maximum d'une autre variable, et réci- 
proquement : ce qu'il faut bien remarquer. 
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• «IlSé. B suit de ce qu'on vient de dire, que Id quantité èous le 
radical est iotijoun rendue nulle par le minimum ou h maximum 
de la variable, suivant que celle-ci entre dam la partie positive 
seule ou dans la partie négative seule* 

Mais si la yariable se trouye à la fois dans là partie positive et 
dans la partie négative, sous le radical ^ pour savoir lequel du ma-» 
ximum et du minimum anéantie là quantité sous ce radical, il 
faut égaler cette quantité à u'/ résoudre V équation résultante 
par rapport à la variable, et voir ee que devient sa valeur, lors* 
que u' =: O. 

Cherchons, par exemple, la plus grande valeur de m dans l'équa- 
tion j?*+8m-=— 2x=:6 + 2iîu:. 

Cette équation donne d'abord 

La variable m entre dans la partie |)ositive et dans la partie n^atîve 
de la quantité sous le radical. Cette dernière quantité est variable 
avec m y et doit rester positive, pour que x soit possible ; il faut 
donc, pour satisfaire à cette double condition, représenter ce qui 
est sous le radical par la quantité variable et positive i^', ce qui 
donnera à la fois 

wi* -f- 7 — ^^ r= tt* et a: = 1 + m dt: u. 

Résolvant l'équation en »', par rapport à la.variable m^ on aura 

Or, quelque valeur positive ou négative que l'on donne à 2^, le 
>€arré u* sera toujours positif; donc 9 4- v' sera toujours plus grand 
que 9. De sorte que la plus petite valeur du radical de m répond à 
u=zo. Mais le radical ayant sa moindre valeur |/^9 ou 3, il est 
clair que la somme ^-^ ce radical sera la plus petite possible, et 
le reste 4 — ce radical sera le plus grand possible; d'où il suit, 
1° que le minimum de 9it est «t = 4 + 3 = *<?? et donne a: = 8 ; 
2° que le maximum de m est ^ = 4 — 3 =: 1, et fournit x=z2. 

Ici le maximum de m est moindre que son minimum ; mais cela 
vient de ce que l'équation proposée résout deux problèmes : dans 
l'un on cherche le maximum de m et dans l'autre le minimum. 

235. D'après la méthode précédente, si l'on a l'équation 

2{a + bc)x=zd+2cx% 
on trouve que le maximum et le minimum de Oj soat respectivemmt 
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les valeurs de x, qui répondent à l'un et à l'autre^ ëtant 
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n est bon de remarquer que si, dans le minimum trouvé pour 
Cy les quantités a et 5 sont supposées constantes , mais invariable; 
à mesure que d diminuera, le minimum de c diminuera aussi : et 
comme d ne peut diminuer que jusqu'au terme d=z2abf il s'ensuit 
qu'à ce terme, e aura atteint le plus petit de ses minimums, lequel 

est par conséquent (r = -, et donne xznh. 

De même, si b était variable, aet d étant donnés, le maximum 

de h serait h=z — : et il en résulterait, pour le moindre minimum 

de c, c=:— 7- et ar= — • 

On verrait, d'une manière analogue, qu'au minimum de doxk 
au maximum de a, répond un plus grand ou un plus petit maxi- 
mum de c. 

n est maintenant facile de trouver le maximum ou le minimum 
de m y dans chacune des équations que voici : 

0?* — 64P + 1 en 2fnx — 3?;i* ; (a; + a) (a: + m) = Jar j 
(a + m)' x^ — 4w (a f4" »^) ^ + S?»' -+•«':= 4am. 

On peut voir aussi pourquoi m n'a ni maximum, ni minimum, 
dans les équations a;^ •— Sx + 4m + Jl = m* et j:' -f- n'wi* = 
6 -4" 2anix, 

236. Enfin voici quelques problèmes à résoudre : 

I. Trouver deux nombres dont la somme soit 14 et dont la somme des 
quotiens obtenus en divisant cbacun par Tautre, soit la moindre possi- 
ble. ( Les deux nombres valent 7 chacun. ) 

II. Partager le nombre donné a en deux parties telles, que lear diffé- 
rence divisée par la difierence an Lejurs racines carrées, doni^ le plus grand 
quotient possible. ( Les deux parties sont égales. ) 

m. Décomposer le produit doQné a en deux facteurs positifs tels, que 
leur somme divisée par la différence de leurs racines carrées , donne le 

moindre quotient pos^le. ( Ce moindre quotient est a k a ^/^a, etc. ) 
IV. On veut constrnire une table rectangulaire, dont le dessus puisse 
être entouré dW filet d^argent donné, ayant 48 palmes de longueur. 
Quelles doivent être la longueur x et la largeur jr de ce dessus, pour quUl 
sait le plus grand possil^f ( R. « =:y =:= 10 palmes. ) 
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V. Partager le nombre donne a en quatre fiictenrs proportionnels, 
dont la somme s soit un maximum , connaissant la somme b de deux de 
ces facteurs. ( Ces quatre facteurs sont égaux. ) 

VI. Trouver sur la droite qui joint les centres de deux corps lumineux, 
le point le moins éclairé possible (a3o). 

237. Voyons maintenant comment on obtient le maximum on 
le minimum de la yariable, entrant dans une équation à plusieurs 
inconnues, résoluble par rapport à chacune de ces inconnues , 
comme les équations du second degré. 

Je dis d'abord que ce maximum ou ce minimum doit rendre 
nulle la quantité sous le radical de chaque inconnue. Car si le 
maximum ou le minimum de la variable m ne rendait pas nul le 
radical de x, supposé que les autres inconnues aient les valeurs qui 
conviennent k ce maximum on à ce minimum ; alors , conune la 
quantité sous ce radical doit être positive, pour que x soit réelle , 
il est clair que la variable m pourrait encore augmenter et diminuer, 
sans que la quantité sous le radical devint négative, et conséquem- 
ment, sans que la valeur de x devînt impossible : donc la variable 
ne serait ni à son maximum, ni à son minimum^ ce qui est contre 
rbypothèse. Donc la quantité sous cba^e radical sera nulle, pour 
le maximum et le minimum. 

*238. D'après cela^ pour trouver le maximum ou le minimum 
é^une variable j entrant avec plusieurs inconnues, dans une èqua- 
.tion résoluble comme celles du second degré, par rapport à oTut" 
. cune de ces inconnues, il Jaut prendre dans cette équation, succes- 
sivement la valeur de chaque inconnue et égaler à zéro la quantité 
sous chaque radical : les équations restantes feront connaître les 
i valeurs des incoimues qui répondent au maximum ou au minimum 
cherché, et les égalités à zéro donneront ce maximum ou ce mini- 
vium. (Elles pourront aussi servir, avec les équations restantes, 
à déterminer plus aisément les inconnues. Il sera même bon quel- 
quefois, de remonter à l'une des équations proposées, pour avoir 
plus simplement la plus grande ou la moindre valeur demandée. ) 

Cherchons, par exemple, le minimum de m dans les équations 

xyz z= a et xy + xt -^-yz == w. 

Eliminant d'abord £, par substitution, il vient 

Résolvons cette équation, d'abord par rapport à x\ nous aurons 
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- On voit que m n'est susceptible que de minimum, parce que m 
entre^ sous le radical, dans la partie positive seule. Si donc on sup-^ 
pose que^ ait la valeur qui convient au minimum de m, celui-ci 
rendra évidemment nulle la quantité sous le radical 3 ainsi on aura , 
en égalant cette quantité à zéro, et en chassant le dénominateur 
2jr* de l'équation restante, 

(^mjr — a )* — ^ajr r=o et 2xj^z=:mj''^a. 

Elevant la seconde de ces équations au carré, et ayant égard à la 
première,- on verra que le minimum de wi, donne 4a7^^= 4a'j^^ 
ou x*jr = a . 

Résolvant l'équation (1) par rapport à^, on verra de même que 
le- minimum de m fournit xjr^ =: a . Et c'est ce qu'on pouvait 
d'aiUeurs prévoir ; car l'équation (1) étant symétrique par rapport 
aux inconnues x et j-y c'est-à-dire restant la même quand on y 
change x en jr et jr en x -^ toutes les égalités qui s'en déduisent', 
doivent rester les mêmes, par ces changemens. 

Les équations X!*jr =.a et xy* = a , qui répondent au mini- 
mum de m, donnent ar=r^=a, d'où z=a. Et l'équation 2x7^' 
-^tnj — ' a', fournit, pour ce minimum, m= Sa'. 

. Réciproquement, m étant donné et a variable, les calculs pté-- 
cédens montrent que le maximum ou le minimum de a est a = 

I j/3m, et qu'il fournit x r=zy = « = a. Néanmoins, comme la 
variable a entre, sous le radical de x, dans la partie positive et dans 
la partie négative, il reste encore à savoir lequel du maximum ou 
du minimum de a rend nul ce radical et donne les valeurs précé- 
dentes. On lève cette incertitude, en posant, dans l'équation (1), 

xz=,\ y 3m -j- tf et j^ = -j ySm — i* ; car alors cette équation 
devient ,^î y^ _ ,^, _ ^. ( .^ + ..) . 

d'oà il est vi»ble que le maximum de a répond à «1=0^ et donne' 
les valeurs trouvées d'abord. 

On peut aisément obtenir le minimum de mou lé maximum de 

« •! 9 

û, dans les équations x '\'j' -}* z=zaei x -j'J' +* ==m;de 
même que dans les deux xjrz = a et ^ -h^ "f* ^^= ^ ; les deux 
j:+j* + « = w» et jy^ + ^*+.7'*='*> ®t enfin Jes deux iwy^jc 
= d et V* 4- ^*+^' + «'= »»• 
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239. Partager un nombre donné a «n n parties Ullesj qu*en 
multipliant chacune par celle qui la suit immédiatement, et la 
dernière par la première, la êomme s de$ produits soit un ma- 
ximum» 

Soient x et ^ deux pitiés consécutives quelconques, h la somme 
des n •-<- 2 autres, u celle qui précède immédiatement Xj z celle 
qui vient immédiatement après jr^ et m, la somme de tous les pro- 
duits qu'on obtient en multipliant chacune des n-*- 2 autres parties 
par celle qui la suit, excepté ttx etjrx'j on aura évidemment les 
deux équations 

^ ~f" J" 4" * =^ ® 6t aTT- + tto: -f-^as + wi 1= f . 

Eliminant^ de ces équations, on trouvera 

X* — (a — b + u — «)ar=i:(a — i)« + w — s; d'où 

xz=^{a — 5+" — ^)=^K iC'* — b'\-u — «)'+(« — b)z'{-m — s. 
Si donc toutes les parties cherchées, excepté x et j*^ ont les valeurs 
qui conviennent au maximum de #, il est clair (237) que ce ma- 
ximum donnera a::=zl{a--b + u^z). 

Si on éliminait :r entre les deux équations proposées, on verrait 
de même que le maximum de s fournit 

jrz:zl{a — b + u — z): 

donc a?=^. Donc pour le maximum de #, deux parties consécu- 
tives quelconques de a, sont égales l'une à l'autre 3 donc toutes ces 

a 

parties sont égales à - • 

On voit que pour partager un nombre donné ai en n parties 
telles j qu'en multipliant chacune par celle qui la suit immédia- 
tement, et la dernière par la première, la somme des produits 
soit la plus grande possible, il faut prendre toutes ces parties 
égales entre elles. 

Réciproquement, les calculs que nous Venons d'employer, dé- 
montrent que si l'on connaît la somme s des produits obtenus, au 
moyen de n nombres inconnus, en multipliant chacun par celui 
qui le suit immédiatement, et le dernier par le premier, la somme 
de ces n nombres sera la moindre possible, quand ils seront tous, 
égaux entre eux* 

240, On aura souvent l'occasion de se convaincre que quand 
Véquaiion finale est symétrique par rapport aux inconnues, le 



C 1«7 ) 
nuueimum et U minimum de la variahU rmâmt iot^un ee$ 

inconnues égalée entre elles. Gela rési^lte ëTidexnment de ce que. 
cette équation finale reste la même, lors(pi'on y change x en j^ et 
j^ en :&, et ainsi des autres inconnues. 

Dana ce cas , il est soitvent plus simple^ pour trouver la plus 
grande ou la plus petite valeur de la variable^ de substituer <f a- 
bord, dans Vèquatûni finale j ^ -{- ^ pour une inconnue et ^ — m 
pour une autre. Déjà, comme on l'a vu plus haut (238), c'est le 
moyen de savoir lequel du maximum ou du minimum rend nulle 
la quantité sous le radical ; et alors ^ désigne la valeur trouvée par' 
la méthode du second degré. C'est aussi le moyen de trouver la 
maximum ou le minimum, lorsque la méthode du second degré 
n'est pas applicable; comme dans les équations x-^-jr-^-z-^-tziza 
et a?*+^^+«*-[-r=m. Mais pour avoir une application directe 
de cette méthode, proposons-nous ce problème : 

Décomposer la somma donnée a en n parties telles, qu'en dioi' 
sont par chacune la somme des n — 1 autres, la somme m des 
quotiens soit un minimum. 

Soient v, x, ^, a;, ..., les n parties cherchées : la somme de 
toutes ces parties , excepté v^ sera évidemment a — v, et ainsi des 
autres. Effectuant donc les divisions indiquées par l'énoncé, il est 
dair qu'on aura l'équation 

a a . a . a . 

m zz. — 1 1 — H 1- ••• —— 7i, 

V * X * y t * 

Or, pour mettre en évidence deux inconnues quelconques v et x, 
réduisons au même dénominateur, puis désignons par vxp le pro- 
duit de toutes les inconnues et par b la somme des produits qu'on 
trouve en supprimant saceessivement dan8|> chacun de ses facteurs 
jTy «, etc. ; nous aurons 

^{p^-^-py + bvx) a(^ + J^) , àb 

m ^^ ' ' ■ ■ — ji, ou m ..^ ■ -4- — — 1" «* 

vxp vx p 

.Posant doue vz^^-\-meixzz.^ — «,il viendra 

aaf ab 

m ZZ. -5 5 «4 !?• 

r— • p 

Les nombres a et n sont donnés; et si l'on suppose que les incon- 
nues ÇfJ'f^y etc., aient les vakurs qui conviennent au minimum 
de m, beip seront constans; ce minimum répondra donc à #=0,, 
ou à v=x. De sorte que pour le minimum de m, deux quelcon- 
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qnes des fl parties cherchées sont égal<» l'une à l'antre; donc tonjtes 

ces parties sont ëg^ales à -• 

Ainsi pour décomposer la somme donnée a^ ém n parties telles 
que la somme m des quoHens qu'on obtient en divisant par cha- 
cune la somme des n — 1 autres^ suit la moindre possible, il faut ' 
prendre toutes ces parties égales entre elles. (Réciproqnement, il 
est aisé de voir qu'alors si m est donné, a sera un maximum.) 

241. Yoîci encore plusieurs théorèmes à démontrer ^ d'après Jes 
méthodes que nous venons de faire connaître : « 

I. Etant donnée la somme s des produits difierens qa^on obtientien 
multipliant deux à deux , n nombres inconnus \ le produit p de ces n 
nombres sera le plus grand possible, lorsqu'ils seront égaux entre eux* 
(Réciproquement, alors si p est donné, s sera la moindre possible. ) 

II. Pour partager un nombre donné â en n parties dont le produit p 
soit le plus grand possible , il faut prendre toutes ces parties égales entre 
elles. (£t alors, réciproquement, si ^ est donné, a sera un minimum. ) 

> III. Si Ton partage un nombre donne a en n parties et qu'on les mul- 
tiplie deux à deux , la somme m des produits sera un maximum , dés que 
ces n parties seront égales entre elles* (Et réciproquement alors, si m est 
donnée, a sera un minimum. ) 

IV. Si la somme s des produits respectifs de n nombres inconnus, par 
des multiplicateurs donnés, est invariable, le produit p de ces n nombres 
sera un maximum , lorsqu'ils seront proportionnels aux valeurs inverses 
de leurs multiplicateurs. ( Réciproquement, le produit p étant donné, les 
mêmes proportions auront lieu pour le minimum de s, } 

V. Pour partager un nombre donné a en n parties telles, qu'en les 
âevant chacune à une puissance d'un exposant'positif , entier ou fraction- 
naire connu, le produit p de ces puissances soit le plus grand possible, 
il feut prendre ces parties proportionnelles à leurs exposaus* Réciproque- 
ment, si p est donné, les mêmes- proportions auront lieu pour le minimum 
de a, (Ce théorème dépend de II, après avoir réduit les exposans au même 
dénominateur u et avoir élevé de part et d'autre à la puissance u.) 

VI. Connaissant la somme a des carrés de n nombres inconnus; la 
somme s des produits de ces n nombres par des mulliplicateurs donnés, 
est un maximum, dés que les n nombres inconnus sont proportionnels à« 
leurs multiplicateurs. Réciproquement, si s est donnée, les mêmes pro-* 
portions auront lieu pour le minimum de a* 

Vn. Si l'on veut partager un nombre donné aenn parties telles, qu'en 
les multipliant deux à deux et chaque produit par la somme de ses fac- 
teurs, la somme s des nouveaux produits soit un maximum, il fendra 
prendre toutes ces parties égales entre elles* Réciproquement, si s. €81 
donnée, les mêmes égalités subsisteront pour le minimum de a* 
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Vm. Pour déoompoter le produit donne a en n facteurs positifr têi^ 
qu^en les multipliant chacun par la racine carrëç du produit des ra — i 
autres, la somme s des produits soit un maximum, il suffira de prendre 
tous ces facteurs ^anx entre eux. Réciproquement, si s est domu^, le 
produite sera alors un minimum. 

242. Applications. Plusieurs des théorèmes que nous Tenons 
d'indiquer, peuvent serrir à faciliter les solutions des problèmes 
que voici : 

1" Les pierres tailléfs pour les douze côtes d^une citerne à faces rectan- 
gulaires, ont une longueur totale de a4 mètres. On demande quelle doit 
être ceUe de chaque coté, pour que la citerne ait la plus grande capacité 
possible, et quelle sera cette plus grande capacité? [R. a mètres et 8o 
hectolitres (Théor. II). Réciproquement, la capacité étant donnée, on 
trouvera le minimum des pierres qui devront former les la côtés. 3 

a® On veut construire un meuble, dont les £aice8 rectangulaires soient 
couvertes d^un acajou dWe grande beauté, formant un rectangle de 3o 
palmes de long sur 30 de large. Comme les douze côtés du meuble seront 
revêtus d^une bande d^argent , ayant une largeur et une épaisseur don- 
nées, et coûtant 3 fir. par palme de longueur, on désire, pour diminuer 
les frais, autant qu^il se pourra, que la longueur de la bande dWgept 
employée, soit un minimum. Quel sera le prix de cette plus petite lon- 
gueur? [R. 36o fr. (Théor. ni).] 

3° Trouver la longueur que doit avoir chaque côté d^nn coffire en fer, 
pour que ce coffre coûte et pèse le moins possible? On veut qu^il ait laS 
palmes cubes de capacité, et que le fond, les parois et le couvercle aient 
partout un demi-pouce d^épaisseur. [R. A cause de cette épaisseur cons- 
tante, la masse de fer employée sera la moindre possible, ainsi que sou 
poids et son prix, dès que la surface totale intérieure sera un minimum; 
ce qui arrivera quand les 1 3 côtés du coffre, pris intérieurement, vaudront 
5 palmes chacun (Théor. I). On peut résoudre directement le problème, 
en cherchant le moindre volume de fer employé.] 

4" On a un palme cube d^argent massif pour construire un vase à faces 
rectangulaires, dont les parois et le couvercle aient partout un demi-pouce 
d''épaisseur. Quelle devra être la longueur de chaque côté, pour qne la 
capacité du vase soit la plus grande possible , et quelle sera cette plus 
grande capacité. [R. 177 lignes l environ, et 5 litres 6 dixièmes, à peu 
près.] 

IVota. Soient ar,^, z, les valeurs en mètres des trois arêtes de Tangle 
solide droit d^un tétraèdre rectangle; a, 6, c, <2, les mesures en mètres 
carrés des faces de cet angle solide et de celle qui lui est opposée ; enfin, 
V la valeur en mètres cubes du volume de ce tétraèdre : on démontre 
en géométrie que ar^zrjjr^, i = Jafz, c = i/jB, vrsjzjr* et a*-f-i" 
4- c' = d*. Si donc on pose A=zx +jr + «etS=a + * + « + *^i 
. on verra facilement que dans un tétraèdre rectangle, iljr a maximum ^ 
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1* pour v, lorsque S est donne ou que A est oonnu; a' pour S, dés que 
A est donQjrf : il y a minimum^ i° pour A ou S, lorsque v est connu ; a* 
pour A, quand S est donne ; 3° pour la somme des carres des six aifétes, 
dés que v ou A est ooonu ; en observant, dans ce dernier cas, que si a', 
hf^ ef^ sont les valeurs en métrés des plus grands cotes des faces a, 6, c, 
on aura, diaprés la ge'ome'irie, 

«'» = X* +^% *" = x" + ?* et cf^ =y^ + z\ 

Et si Pon veut couper un angle solide droit, suivant un plan, de ma^' 
niére que la section d soit un minimum et que le tétraèdre résultant ait 
un volume v connu (ou une surface S d<mnée) , il suffira de prendre les 
trois arêtes de cet angle toutes égales entre elles. 

Des Equations exponentielles. 

243. On appelle équation exponentielle, toute équation dans 
laquelle les inconnues se trouvent parmi les exposans. Si les ex- 
posans seuls contiennent les inconnues, suivant que le terme des 
exposans qui renferme le plus de facteurs inconnus, en contient 
1, 2, d, etc., réqûation exponentielle est dite du premier degré, 
du second, du troisihne, etc. Ainsi 27 •4**'"* = 128 -6* est uae 
équation exponentielle du premier degré, à une inconnue. 

Lorsque l'inconnue doit avoir une valeur rationnelle, il est facile 
de résoudre toute équation exponentielle du premier et du second 
degré ; car il suffît alors de décomposer les nombres donnés dans 
leurs f (jeteurs premiers, et de ramener f équation à deux termes. 
La décomposition en facteurs premiers est même le seul moyen de 
savoir si l'inconnue est rationnelle ou non ; et si l'équation ne poii- 
vait se réduire à deux termes, elle ne serait résoluble que par tâton- 
nemens : telle est l'équation 4** — e*=220. Dans cette équation, 
220 est la différence des puissances j;ièmes de 16 et de 6 ; et il faut 
plusieurs essais inutiles avant de deviner que les valeurs de ces puis- 
sances sont 256 et 36 ; d'oiji résulte xz=2» 

Considérons donc une équation que l'on puisse ramener à deux 
termes, et prenons, par exemple, l'équation exponentielle 

9.16* + 64.16*-' — 266.16*-» = 384, 
n est clair que cette équation revient à 

r9 + 5|_î^')l6*-384, ouà 12.16^ = 384; 

d'où ie*=32 et 2^ = 2^ ce qui donne 4a?=5;5 et a:=rf. 

244. On voit que pour résoudre les éqtsiations expon^ntieUes du 
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premier degré ^ il fbudra d'abord les ramener à la forme a* =: h. 
Or 9 dans cette équation ^ x ne peut avoir qa'mi0*8eule valeur. Car 
si X avait deux valeurs différentes m et t;^ on aurait à la fois a"* 
z=:beta^=^by d*où a"* = a*' et m = v j ce qui est contre l'hy- 
' pothèse. 

Maintenant pour savoir si x peut être rationnel dans Fëquation 
ii'= bf supposons d'abord que les deux nombres a et 5 soient en* 

tiers et positifs, et prenons xzzz—jfnetr étant entiers : alors a* 

= b donnera, en élevant de part et d'autre à la puissance r, a^z=z 
V, Cette équation exige d'abord que tout diviseur premier de a, 
divise aussi V et par suite b. De sorte que aeXb doivent admettre 
les mêmes facteurs premiers. Soient jp et q ces facteurs, et suppo- 
sons a'^iip^q^j et brrz^f'^ nous aurons, en substituant dans 
û*^ = V^ l'équation f^^ . g^^ = jp"* . /' : et comme deux pro- 
duits égaux ne peuvent admettre que le même système de facteurs 
premiers (121) , il faut qu'on ait à la fois mn =: ru et mv zizrt'y 
ce qui donne m u x 
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On voit donc que si x est rationnel dans ê^cn 0, 1» a «/ b renfir^ 
vuronû Un même» faetêurê premiert ; 2^ le» rapports dtn expo-' 
tans des facteurs premiers de h ans exposans des mêmes facteurs 
premiers de slj seront égaux chacun à la valeur de x; et ainsi 
t équation proposée sera résolue. 

Mais si ces deux conditions ne sont pas remplies, la valeur de 
X sera incommensurable; car si x pouvait alors avoir une valeur 
rationnelle, les deux conditions seraient satisfaites^ ce qui est contre 
l'hypothèse. Il est clair d'ailleurs que quand n=t^=:£l, les valeurs 
rationnelles de x ne peuvent être que des nombres entiers, comme 
dans 10*2= «. 

Supposons actuellement a et 5 fractionnaires ^ et représentés par 

Tj et g; l'égalité fl'"= ITj fournira évidemment celle-ci : h^k!'^z=s 

^U^. Or, h et ^', k et V, pouvant toujours être regardés comme 
premiers entre eux, il en sera de même de A'^et /t"", A'* et y; 
ainsi, pour que l'égalité précédente subsiste, il faut qu'on ait sépa-^ 
rément h^zzzV et hf"* z= y* Ce qui conduit précisément aux 
deux conditions qui doivent avoir lieu lorsque a et ^ sont entiers. 

246, Nous avons déjà vn en arithmétique comment on peut 
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rëflondre par approximation, rëquation a'r= (, lorsqne x doit être 
irrationnel, a et tétant entiers positifs. La méthode est basée sar 
ce que H le nombre a est plus grand que Vunitè, plus les valeurs 
de ses puissances sont grandes ou petites, plus leurs exposans 
sont grands ou petits eux-mêmes (Arithmétique). Supposons, pour 
plus de généralité, que dans a'^zizb, aetb soient des nombres 
entiers ou fractionnaires positifs, et qu'on ait a^ 1. Yoici alors 
comment on trouvera la valeur de x aussi approchée qu'on voudra : 
on commencera par substituer, au lieu de x, successivement les 
nombres entiers 0, 1, 2, 3, 4, etc.; et si les deux nombres m et 
m+1 donnent J^ <^b et e^'^* >■ fi, on verra que tf* > a"* et 
o* ■< o^"*" * ; d'où l'on conclura, d'après le principe cité, ar > ot 

j: •< m -f- 1 : par conséquent a: r= m +• — , ^ étant nécessairement 

plus grand que l'unité. Substituant cette valeur dans a^z:zb, puis 
faisant J • a"*=c, d'où e^ly puisque a'^-^fi, on aura succes- 
sivement 

bzzia y ^n a^ ^ ay ', c n: a^ et c^ z:z a. 

Puisque (?>- 1, il est clair que dans c^n: a, on trouvera l'expres- 
sion de j*,- précisément comme on a trouvé celle de x dans a'zz: b; 
et en continuant le même procédé, on aura une série de valeurs^ 
telle que la suivante : 

^ = "*+p ^ = «+^, «=jp+i, u = q+^y etc.; 

d'où résulte pour Xy la fraction continue (Arithmétique) 

xzzim^n, p, ç, r, #, etc., 

dans laquelle, comme on sait, les réduites successives approchent 
de plus en plus de la vraie valeur de x. On sait de plus que l'er- 
reur commise, en prenant une réduite pour cette valeur, est moin- 
dre que l'unité divisée par le carré du dénominateur de cette réduite. 
Ainsi, par cette méthode, on aura toujours, pour l'exposant x, une 
valeur exacte, si la fraction continue se termine, ou aussi appro- 
chée qu'on voudra, dans le cas contraire. 

Remarquons cependant, que bien que cette méthode puisse ser- 
vir à trouver la valeur approchée de l'exposant irrationnel, eUe ne 
doit être employée que pour prouver l'existence des logarithmes 
des nombres, et aussi pour traiter les équations exponentielles, qui 
ne peuvent êt/e résolues que par tâtonnemens^ car pour la déter- 
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mfnation effective des exposons^ il est bien plus simple dVmployer 
les logarithmes eux-mâmes. 

246r En général^ la résolution des équations exponentielles, 
fl'opère facilement par logarithmes , pourvu qu'on puisse ramener 
ces équations à detis terme$ chacune ^ c'est-à-dire à l'une des formes 
que voici : 






a^=ph*''^, a'«'-'»=|,i^'+«, a« =5, cTzzih, 



^nx ^pimx^ cT—jilF , a* 3»* = ^'»*'-^, etc. 

Telles seraient, par exemple, les équations : 

162. 8'+6-27'=37. 27*5 8'— 128 = 960. 8*-"'; 

3.4*'-'_3'=7.3*-»3 l?^7'*-'=t/9*'-; ll''-'=133I; 

27.3*'-'*= 1^19683 j |;^6''-»=2*.3*'-»; 5'''=390625. 

Toutes ces équations, la seconde exceptée, peuvent se résoudre 
par la décomposition en facteurs premiers; ce qui est plus simple 
qu'en opérant par logarithmes. La dernière est double esponen-- 
tulle, et se résout en posant d'abord 2^= »• 

247. On peut aussi résoudre les équations exponentielles à plu- 
sieurs inconnues 3 et voici deux systèmes d'équations, faciles à 
traiter : 

3.2* — 4.3^=— 12 et 5.2' + 2. 3^=58; 
27'*-' = 243. 3^^+» et 3.3'+r=:j/81*r-. 

n existe une autre espèce d'équations exponentielles, dans lesr 
quelles les inconnues font partie des nombres et des exposans ^ et 
^ors, pour les résoudre, il faut souvent plus d'équations que d'in- 
connues. Ainsi on peut aisément trouver les valeurs de x et de j^*, 
dans les deux systèmes, de chacun trois équations, que voici : 

a?*-3=^r, a^+i=yf+a et x^^^ z^iy^r -, 
VzziaPr^ 27**-* = 243.:c^+^^ et ix"^y=[/6W-^. 

Les inconnues ne seraient pas déterminées, si l'on ne prenait que 
deux équations dans chaque système : il faudrait alors ajouter la 
condition particuUère que xetj" fussent des nombres entiers. Mais 
si l'on a les deux équations 

a^+r=/ et :p« = |/^+J^+% 
il sera facile de calculer les inconnues x eijr. 
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Considërons maintenant la seule équation 

si les inconnues u et v doivent être des nombres entiers y cette 
équation suffira pour les déterminer complètement* En efiet^ po- 
sant u ^1 mVf on aura 

Or, pour que m et i; soient des nombres entiers , il faut qu'on ait 

9it* 4" 1 = 1 ou i?t* 4" 1 = ^' ^ première de ces conditions ne 
donne pas v entier; mais la seconde fournit m=::=t^2f dont le 
signe 4~ donne vz^l etu:zz2^ valeurs qui satisfont à l'équation 
proposée. 

n est facile de trouver les yaleurs entières de or et ^ qui résol- 
vent chacune des équations que voici : 

^e^-i — ^.^^f-^.^ 6'''""* =16. 3^"^; 

Chacune de ces équations peut se ramener à la forme 2''n: 3^ : 
donc pour que » et v soient entiers, il faut qu'on ait 

t£=:o et t; = o. 

On ne sait encore résoudre que par tâtonnemens, les équations 
de l'une des formes pot^^znq et ax^V^znc, Néanmoins, si on 
avait les équations 64a:^=r 27 et 2*j:' = 216; en décomposant 
en facteurs, la première donnerait x =:: | et la seconde j: = 3. 
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DES SÉRIES. 



248. La àoeXrme des $Mfs est l'une de» {^ mim «t ^es fhi» 
importaates 4el'amai|35e ^çbriq^^. Mda »0U« le:^)?? ipionç borner 
ici à ce qu'il y» 4e pJds éJiéiQjeÇit^iji^ on de ,pbpi^ dir«ctei»c{iit «j^li: 
cable^ dans cette troUième ^^arUe de l'algfèbre ; «aaf à revei^r ^ la 
fin sur ce sujet. 

On appelle êèriej u^e suite de tefmfis, fn luniibre iofi^, qui 
eroisseBt ou décroissent 4'apr^ ^su^e ^çirfikiae 1(4 : di^is le j^wà& 
cas, la série est dijtfi çrqti$m^j et d449iâ lis ^^(Hwdy diermmn^* 
Les termes d'une série penv^eiit être tous pGfijIifs., im .sllerusihe^ 
ment positifs et négatifs : .on lifiiBfi^^aidtf^fiçmmt'qjXà les« piPe» 
miers; et on appelle M'uiff ^ir^raZ^ p^lui gui .donne tous les autres 
par les valeurs successives 1/2, 3^ 4^ 5, etc.^ de la lettre , qui Ré- 
signe le rang de ce terme. Sommer une série, c'est trouver une 
fonnule pçur o^ilcpler aiiséBMiit «^ valeur^ e!est-à^dire la sommtf 
algébriqv^ flf ^oa^ ses term^ 

%idé li9L jmfimaUân 4es «éries ^ souyepit ,re|id«e fl^s fa<^e; 
par la notation des lettres numirçUAs.. Le numéro. oyi ïinHee 
d'une lettre est un nombre placé à sa drpite et un peu au^iessous : 
ce nombre indique V ordre ou le rang de la quantité que cette lettre 
désigne, parmi toutes les quantités successives de même jiature. 
Ainsi, dans une suite de grandeurs, foutes désignées par x^ x^ est 
la vûmoj et v le numéro 04 Vmdùe.àe x. On énonce x^, en disant 
X numéro v, ou bien Xy v fthne, ssi fiinipl^sie^it ^, v \ car alors on 
ne confondra pas Xy Vy avee le produit ^cv^ bien que l'énoncé soit 
le même. 

Pareillement, loraqu'un^ç lexpre^fiion a^gébriqu^e, qui dépend du 
nombre a, ocpnpe le rang v parmi tputes celles de même natnre, 
on la désigne par «^. Téïlç est la violation des lettres numérpfées : 
die conduit aux équations à indices ou a nuxnéroi, dont .la réso- 
lution peut faciliter beaucoup la détermination des inconnues de 
certains problèmes, ainsi que la sommation d'un grand nombre de 
séries^commeDS le verra dails ta suite. * • 

10 
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Des Progressions firithmétîques. 

'250. On appelle progreisian -arithmitique on par différence^ 
une snite Ae -iermesj'àont chacnn «st ëg;al à celui qui le prëcède 
•immédiatement augmenté d'nne^quantité invariable, appelée raison 
-de la progression. 4jétte progression est croissante ou décroissante, 
suivant ^e'ses termes «ont ^enaugmoatant ou en diminuant^ c'-est- 
à-dire, sii^vant igue'la^ndson est positire^u négative. Ainsi la suite 
de ncffiibres 4, 7, 10, 1^, 13, 10, 22, 25, 28, etc., est une pro- 
|pressî<»i4ritltmétiqiie<aroîssanle,*caf laraîscm est évidemment -]-d. 

251. TVmte la théorie-^s progressions arithmétiques, se réduit 
^ trouver les formules pour -calculer abément un terme quelconque 
etia somme de'toas ies termes. Or,' soit rla raison, positiveou 
négative : d'après la définition, ^chaque terme s'obtient -en ajoutant 
r* à celui qui le précède immédiatem^t i ainsi le pemier terme 
étant a, le second sera a-^ ^9 ^^® d*'a^2r, le 4® 4^3r, le S* 
a4*4r^^t en général, le n^*^ terme /, sora 

f=a + (« — l)r...(l). 

Soit S'ia somme de^es^ termes; on aura donc 

S=a+(a+r)4.(a+2r)+(a+3r)+... + [a+(n— l)rl, 

ou S = na+[l+2 + 3 + 4-j J.{«_l)]r. 

Bei(teà trouver la somme entre crocbets. Or, ilest évident que 
pour toute valeur du nombre v, on aura toujours 

Prenant successivement vz=z 1, 2, 3, 4, —, », dans cette identitcj^ 
alviendjpa 2.1=1.2— o 

2.2 = 2.^—1.2 

2.3 = 3.4— 2-3 
1Î. 4 = 4.5 — 3.4 



2» = n(w + l) — (n— l)n. 

Ajoutant entre eUes ces n égalités ; observant que les termes des 
«econds membres se détruisent deux à deux, excepté ^ (^ -{- 1 ) ; 
puis divisant par le facteur coxiunun 2 des premiers membres, -ojx 
trouvera 

1 +24-3 + 4 + 6 + 6 + .- +« = i»(ii4-l). 



u 
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Ainsi ^ (n -f- 1) ^^ l'expression de la somme des n premiers 
nombres entiers : si on y change nenn — 1, le résultat |(n — ï)n 
sera la valeur de la quantité entre crocKets^ dans S^ il Tiendra donc 

S = >ia + î(« — l)wr = in [« + «+(» — l)r]; 

ce qui donne ; d'après la formule (1), 

S = in(a + /)...(2). 

On Yoît^ par les formules (1) et (2), que 1° on aura un terme 

.quelconque é^une progreenon par différence, en ajoutant au pror- 

mier, la raison, positive ou négative, prise autant de fois qu'il y 

,a de termes avant celui que F on cherche ; 2° on trouvera la somme 

de tous les termes é^une progression arithmétique, en multipliant 

la somme des dewt extrêmes par la moitié du nombre de termes. 

Par exemple 9 dans la progression 96, 92 , 88, 84, etc., où k 
raison est — 4, le 20»* terme sera 96 — 4 X (20 — 1 ) ou 20 ; 
et la somme des 20 premiers termes vaudra (96 -f- 20) X IQ ou 
1160. C'est ce qu'on vérifie aisément en formant les 20 termes 
successifs, et en les additionnant. 

De même, si le premier terme est 1, et 2 la raison, il viendra, 
pour la somme des n premiers nombres impairs, la formule 

14.34-6 + 7 + 9 + 11-1 f.(2«— 1) = «*. 

Enfin, soit X le terme qui en a 9 avant lui, et j* celui qui en a 
V après lui; on aura évidemment a:=a + w et tzzzjr-^-vr-y d'oà 

;r+^ = a + ^. 

252* On peut aussi trouver Texpression de la somme des termes d^une 
progression arithmétique, lorsque ces termes sont alternativement positif 
«t négatiâ* On a en ^et, les deux identités 

4 (_,)»'-»« = (- if-^Cav-O-C-ifCaf + O, 
(_,f-»(,„_,J = (-i)*'-»(v-0-(-i)%. 

Prenant successivement v=:.i, a, 3, 4i •••1 "i ^*"'* chacune de ces 
identités, et ajoutant entre elles les n égalités fournies par chacune, on 
Itronvera, apr^ les réductions convenables, les deux formules 

i_a + 3 — 4 + 5 — 6 + ...=fcn=srfcl« + l(i=t:i), 
1 — 3 + 5 — 7+9 — 11 + — =t(a» — l)r==fc:n, 

ie signe supérieur ayant lieu pour n impair. 

En général, les termes de la progression par différence étant alterna-* 
livement positifs et n^tift, soit S' la somme algébrique des n premiers; 
on aura donc 

S'=:a — (a+r) + (a + ar) — (a+3r) + ...=fc(a+w— r). 
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Or, nufiat ipie ii ot împiv «o pur, b partie aflcdée d< a se réUt ^ 
|tf (i::isi), et U pertie af&ct^ de r deiient saooeBsiTcmcot 

-|:i-a + 3^4+...=F(if~i)]r, «i=i=inrqF:ir-.ir(i=fci). 

Oaft par cooséqiittit la fenanle 

S'=J(l=tO(*i-r)=fc^, 

le signe si^iérieiir t jani lien pour n impair. 

Par eiefliple, la somme algâmqne des lo premiers termes de la série 
4*^7 +10 — iS-t'^^'i ^ réduit à S':= — 15, comme il est aisé de 
k rérifier direotemciift. Poar les is premiers termes de 80 — 76 -|- 7^ 
— aS-f^elc., on a S'=:^4* 

263. Lé8éqiiâlioiisr=a-f (fi — l)retfi=Xa+^), serri- 
Tont A eakoler deux qadconqoes àes cinq nombres qui les com- 
posent, dès que les trois antres seront donnés; et il en résnite 10 
problèmes généraux, doni lesqnds il £iut tronver, 1^ tel S; 2^ a 
et S; 8*ret Sj 4«r«l 4-, 6^ a et f; 6»ret n; 7«»n et S; «««et r; 
•^0 et n; ICK^enfin «s et t Mais les deax derniers feak conduisent 
à des extractions de racines carrées. 

GherchouSy par exemple, le dernier terme X eile nemhre n de 
fermée tune fregreêeimi urMméUque, cottnaieeani le pretnier 
ierme as=:3^ la raiêon tzzi^ et Ittt&mmeée terne le$ termee S ssf: 
253. Nous aurons d'aEord f=3-f'('> — l)4r=:4ii' — 1, et ensuite 
253 = Î9i(3 + 4n — 1), ou bien 2n*-|-n=253. Cette équation 
du second degré donne n = ll etnzz: — 11^. La première valeur 
est seule admissible et donne f =43. La progression demandée est 
«n eifet 3, 1, 11, 15, 19, 23, 27, 31, 35, 39, 43, dont la somme 
des termes est 263 , comme cek doit être. 

Chercbons encore quels sont les 9 mofene ê^ffireniiele qu'il faut 
pkcer entre 6 et 36, pour que l'ensemble des 11 termes résultans 
forme une progression aritbmélique. Tout se réduit évidemment à 
calculer la raison r au moyen de k formule 35 :t= 5 -f- (11* — 1) r ; 
^r cette formule donnant r r:^ 3, il en résulte k prc^essîon 5, 8^ 
11, 14, 17, 20, 23, 26, 29, 32, 35, dans laquelle les neuf termes 
entre 6 et 35, sont les moyens demandés. 

254* 11 est maintenant bien £icile de résoudre les problèmes qae voici : 
I. Quelle somme doit-on partager à 30 personnes, pour que chacune 

receyant 4 fr, de plus que la précédente, k dernière ait 63 francis? (R. 

^o francs. ) 

n. Un voyageur a parcouru 1^ lieoés en 35 Jours, en faisant chaque 

jour on quart de lieue de plus que k veille; combien a-t-il fidt de lieues 

le premier et k dernier jour f CRi. il et i«. ) 
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'III. Troavar la progression arithmédcpie dont 900 est la somme d& 
tous les termes, sachant qne le sixième et le dernier sarpassent le premier 
de ao et 76? (R. La progression est 7, ii, i5, 19, ..., 83t) 

rV. Quelle est la progression par différence dont 9, i4i et 900 sont' 
les sommes respectives des deux premiers termes, des deux derniers et de 
tous les termes? (R. 3, 6, 9, la, ..*, 73.) 

V. On youdraât connaître la profondeur d^un puits, qu^on ne saurais 
mesurer directement. On sait, par le mémoire du ma^on, qui Ta creuse\ 
que le prix a cru comme la profondeur, qu^on lui a donné 3 fir. pour le 
premier métré, et en tout 198 francs. Quelle est cette profondeur? ( R. 
11 métrés.) 

VI. Quelqu^un s^est acquitté d^une dette en 16 paiemens, formant une 
progression arithmétique : le premier et le ciuquiéime ont été de la et 16 
florins. Gimbien deyait-ilr (R. 196 florins.) 

Vlli Un malfaiteur s^échappe de sa prison et fait 10 lieues par jour. 
Un gendarme se met à sa poursuite, 6 jours après, et fait chaque jour 
une lieue de moins que la veille. Ayant parcouru ao| lieues le premier 
jour, on demande après combien de jours il aura atteint le malfaiteur T 
(R. Après 10 ou 1 a jours.) 

VIII. Le signe de division portant sur tout ce qui le suit, trouver la 
taleur de n dans chacune des équations : 

a"*^ = a Ta' : tf^ : ••• : a'^ et a^ =2 a : a^ ra^ : a? ^... : a***"». 
[ R. n vaut 3o dans la première ot 9 dans la seconde.] 

255* Des motevkes. On appelle moyenne arithmétique de n nombres,. 
d<»més ou non , la n ième partie de leur somme ; et moyenne géométrii/ue 
des mêmes nombres^ la racine nième de leur produit. 

Diaprés cette définition, il est aisé de démontrer, 1® que dans toute 
suite de rapports égaux^ les moyennes géométriques {ou arithmétiques^ 
de tous les antécédens et de tous les conséquens^ sont entre elles comme 
un antécédent quelconque est à son conséquent; a** que la moyenne 
arithmétique des termes d'une progression par différence^ est égale à là 
moyenne arithmétique des deux extrêmes; V* que si n nombres ne sont 
pas tous égaux entre eux , leur moyenne arithmétique est plus grande 
que leur moyenne géométrique. Car soit s la somme constante de n nom- 
bres a, &, c, ..., X:,. qui ne sont pas tous égaux ei^e eux, et p le produit 
constant de ces n nombres : diaprés ce quW a vu (241, théor. II), ca 
produit est moindre que si tous les nombres proposés étaient égaux à la 

nième partie de leur somme s ; c^est-à-dire qu^on a ^ ^ f — j \ d^où 

->|/'p, en — \ : ' î — ^ y abc.., h. 

n n 

En général , la plupart des théorèmes sur les maximums et les minimums^ 
fournissent autant de propriété des moyennes , soit arithmétiques , soit 
géométriques. Par exemple^ considérons tcois fi:acti<»s j&égalësy ayant- 



rêspectiyeDnent a, S, c, pour numërateurs, et a', If^ o^, pour â^omi- 
natears i il est usé de yërifier qae {aaf -|- ^^^ -{- ce^)^ -)- (aV — btff)* -f-' 
(«c'— c«')»+ (5c'— cd')»= (a»+ *• + <?') («'»+ d'»+ c'»). Donc 
puisse les trois firactioas proposées sont inégales, on a nécessairement 

•s 
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De sorte qne «i njractions ne sont pas toutes égales entre ettes^ le carré 
de la mojfenne arithmétique des produits formés en multipliant entre 
eux les deux termes de chacune^ sera moindre que les produits des 
moyennes arithmétiques des carrés des numérateurs et des carrés des 
dénominateurs» 

Des Progressions géométriques. 

256. On appelle progreiUon gSomiirique ou par quotisnij ane 
suite de fermes dont cliacun est ëg[al à celui qui le précède immé- 
diatement multiplié par un nombre inyariable^ nommé raison de 
la progression. Cette progression est croissante ou décroissante, 
suivant que ses termes vont en augmentant ou en diminuant ^ 
c'est4-dire suivant que la raison est plus grande ou plus petite que 
l'unité. Ainsi la suite de nombres 4, 12, 36, 108, 324, 972, 
2916, etc., est une progression géométrique croissante, car la 
raison 3 est plus grande que l'unité. 

257. Soit r la raison de la progression par quotient proposée; 
cliaque terme sera donc égal à celui qui le précède immédiatement 
multiplié par r. Ainsi le premier terme étant a, le second sera or, 
le 3« ar', le 4« ai^j le 6« oi^, le 6« ar^, et en général, le nième 
terme t sera t = ar^'"^. 

Donc un terme quelconque S une progression par quotient, est 
égal au premier multiplié par une puissance de la raison, mar^ 
quée par le nombre de termes qui précèdent celui que Von cher^ 
che. Par exemple, le 10™*' terme de la progression géométrique 2, 
6, 18, etc., est 2 X S""* ou 39366 3 comme on le vérifierait en 
formant les termes successifs. 

258. Soit S la somme des termes d'ime progression par quo- 
tient y nous venons de voir que ces n termes sont : a, ary ar^^ ar , 
ar , ..., ar^''^ Ainsi on a 

S =: a + ar+ ûr' -4- flr^ + or* + ••• + or^""' j 
d'où rS = ar + ar* ^^-ar -{' ar^ + ar* -f- ••• + of^. 

Betranchant la valeur de S de celle de rS, et observant qne les 
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Itonnes se dâmisent deux à deax, excepte a/f^ et •^-^a, on atirftj' 
rS — Sc= ar'* — a. Mais /^ar'*"', donne r^rrat^J e^p^u? sotte- 

il vient rS — S = r/ — a; d'où L'on.tiie S=:- • 

r— 1 

Ainsi on. calculera la somme des iermeê é^une progtvtêior» 
géométrique, en multipUant le demièp terme par la raison, en 
soustrayant du produit le premier terme, et en divisant le reste- 
par- la raison moinsc îimitè» Mais dans les applications de cette 
règle, si la progression est décroissante, il seva^phis. simple dé calr* 
cider d'abord' le dernier terme (257) , .puis de prendre. la progi^es-* 
sion dans Tordre inyerse eu àv rebours; ce qoi^la .rendra oroissante. 
Par exemple, si l'on veut ayoir la somme des 11 premiers termes de 
la progression décroissante 5120, 2560, 1280, etc;, dans lâqnelle 
la raison est|; on aura d'abord', pour-le 11^ terme, 6 120^X(ï )""'*' 
ou 5;. ensuite, la progression proposée, prise à. rebours, sera 5, ...,, 
1280y.2560, 5120, dans laquelle la. raison est alo» 2; il viendra 

donc alors, pour la somme de ses 11 premiers termes^ - - 

ou 10235. ' *""^ 

Remarquons, au surplus^ que là formulé quiclbnne S, s^àpplique 
(toutes lés progressions gjtométrîques, croissantes ou non, et même 
à celles dont les termes sont alternativement positifs et négatifs-, 
pourvu que dans ce dernier cas, on y cHange r en — r. Si r =z 1, 
El formule devient S = ^^ n^is- alors .S. n'est gas indéterminée^ 
puisque dans cette hypothèse der=i:l,.ona,S = a-|-a-{- a.-f-* 
-^« + «=««. L'indétermination vient du faoteur étranger r — 1> 
par lequel on a multiplié réellement les deux membres de l'équation 
jj^roposée en S ^^. pour avoir l'inconnue. S j et ce facteur est nul,, dès 
que r = t. 

259. tes» deux formules tzz, ai^"^ et &rr ', serviront 

r — 1 ' 

évidemment à trouver deux quelconques des cinq quantités qui les 
composent, dès que les trois antres seront données; et il en résulte 
10 problèmes généraux, comme pour lès progressions arithmétiques. 
Mais ici , poui avoir »., il. faudra caleuler un exposant inconnu \ 
ce que l'on sait faire au moyen des logarithmes , ou plutôt par la 
dScomposition en facteurs premiers, puisque n^est nécessairement 
entier-, dans l'es progressions;. 

Par exemple, ei Von veut trouver le dernier terme t et' le nom^ 
hre n de termes, d'une progression par quotient, connaissant h 
premier terme, a = S> Jtt raison r =.2 et la somme de tous leg 



( 152 ) 
iermeê S SZ2S66. On aara à la fois 1 = 5 • 2"-' et 2S6Ss=2/ 
— 5 = 6(2'*— l)î d'où 2'»iï=611 + lz=612 = 2?; ce qai 
donn« Il = 9 et t^zz 1280. La progression cliercliée est effective- 
ment 6, 10, 20, 40, 80, 160, 820, 640, 1280. 

De même, s'il faut insérer entre 4 et 26244, sept moyent gêo^ 
métriques, c'est-à-dire placer entre 4 et 26244, sept nouTcanx 
termes, de maniéré c[tie l'ensemble des 9 termes résultans, forme 
une prog;ression par q[uotient ; on calculera ^aBord la raison r de 
cette progression, à Faide de l'équation 26244 = 4r®""*, laquelle 
donne r^ tu 6561 m 3 et r = 3. On aura ensuite la progression 
4, 12, 36, 108, 324, 972, 2916, 8748, 26244, dont les termes 
entre les deux extrêmes, sont les sept moyens demandés. 

n est aisé' de démontrer, l** que la moyenne géométrique des termes 
dWe progression par qaotient, est égale à la moyenne géométrique des 
deux extréïifés a et ^; car |> désignant le produit des n termes, oa a ^ 
= (of y*. Seic«i< de et j^ deux termes également éloigna des extrêmes « 
tlt\ on trouvera xy c=: ai, 

260* Enfin, voici quelques problèmes à résoudre : * 

I. Coiùiaiissaat le' premier terme 3 et la rai^n a d^one progression par 
quotient, quelle est la somme des termes entre le 6"** et le 38"^? (Rép* 
4oa65399a* ) 

II. Les parties de 1098 forment une progression géométrique telle, 
que 780 est la somme des extrêmes, et 781 leur différence augmentée de 
la raison. Cocùbien y a-t-il de parties? (A* 7* ) 

m. La somme des extrêmes d'aune progression géométrique, est 3o49« 
leur produit ao48 , et la somme de tous les termes 40915 \ queOe est cette 
progression? (R. 1, a, 4, 8, 16, ..., 3048.) 

ly. Trouver la somme t des n premiers termes de chacune des séries 
6, 66, 666, 6666, 66666, 666666, etc.) 
37, 3737, 373737, 37373737, 3737373737, etc.; 
a, aa, aoa, aaaa^ aaaaa^ aaaaaa^ etc.; 
a étant un nombre de m chîjQres. De sorte que dans cette dernière série, 
le 5" terme , par exemple, vaut a (10*"* -j- lo^"* -j- lo*"* •\^ lo*" 4" ^) » 
et on aura ^ r io'"(io'"'»--i) -i 

*=io"»— 1 L 10"»— i ^J' 

V. Quelle est la somme x des n premiers termes de la série 9, 8999, 
5999991 799999991 9999999999» "99999999999» «^^^ j^ép. xz=s, 

261. Pbooressiors continujèes a l'infini. La sommation des 
progressions géométriques ^ continuées à l'infini , est iiasée sur le 
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principe qae Yoîci, déjà démontré en aritlunétique : Si V exposant 
éPun nombre eti positif ^ entier et infini, la valeur de la puissance 
sera infinie ou nulle, suivant que le nombre sera plus grand ou 
plus petit que V unité» 

1° Soit le nombre c >► 1 , et soit posé c — lzz:Xy x étant par 
conséquent positif et inTariable : on aura donc ex ^ x. D'après 
cela, multipliant cliaque fois de part et d'autre par Cyon aura suc- 
cessivement 

Prenant la somme de ces n différences., elle sera évidemment plus 
grande que tu? : et comme les termes de cette somme se détruisent 
deux à deux, excepté c'* et — 1, il viendra c"— 1 >► nar ; d'où, à 
plus forte raison, e"" >- nx. Or, c" croît avec w, puisque c >• 1 ; 
et si n devient infini, il en sera de même de nx] on aura donc, à 
plus forte raison^ e'^zz: od. 

2® Supposons le nombre a < 1, et prenons o =r-, d'où 0"= 

— : puisque a^l, on a e^l} donc t^ croît avec n j donc, au 

contraire, a^ diminue. Si donc n est infini, ce qui donne c^znoo, 
on aura a*r=~-=: o ; car la quantité infiniment petite •— est nulle 
à l'égard de l'unité. Le principe est donc ainsi démontré. 

262. Voyons maintenant ce que devient la somme S = , 

lorsque la progression est décroissante et que le nombre n de ses 
termes est infini. Dans ce cas, r-<^ 1 et r"= (261)^ d'où résulte 
rizzzar^zn a X o =-0, et par suite 

zn ou Srz: • 



r — 1 1 — r 

Ainsi la somme de tous les termes S une progression géométrique 
décroissante et continuée à Finfini, est égale au premier terme 
divisé par f unité moins la raison. 

263. Cette règle fournit la sommation des séries périodiques. 
J'appelle ainsi une suite infinie de fractions, dont les dénominateurs 
sont les puissances successives d'un même nombre entier, et dont 
plusieurs numérateurs reviennent sans cesse dans le même ordre, 
comme 

Les deux premières fractions forment la première période, les deux 
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sahantes la secsoncte^ et ainsi de suite. Additionnaat entre clks ie» 
fractions de chaque période, on trouvera 

;r =^ + ^ +4 + etc., à VinfinL 

De sorte qne x est la somme de tons les termes d'nne progression 
géométrique décroissante et continuée à l'infmîi dont le premier 
terme est § et g la raison; ainsi on a 

x=f:(i-^)=j:8={. 

Réduisant, en effet, \ en parties de 3 en 3 fois plus petites (ce qui 
se fait en divisant par 8 les produits successifs de 7 et des reste» 
multipliés par 3 , et en donnant, pour dénominateurs , aux quotien» 
obtenus successîvem^it, les puissances entières de 3, à partir de la 
première), on retrouvera la série périodique proposée. D'abord, 8 
étant premier avec 3 et 7,. et conséquemment avec chaque reste et 
chaque dividende partiel ] les divisions partielles ne se feront jamais 
exactement : et comme il ne peut y avoir plus de 7 restes différent, 
on retrouvera nécessairement l'un des restes, et par suite, l'un des 
dividendes partiels , déjà obtenus ; donc on aura périodiquement 
les mêmes quotiens partiels successifs 2, 1, 2, 1, 2, 1, etc;, à l'in- 
fini. Ce qui reproduit la série périodique proposée, et proave que 
\ en est exactement la valeur. 

On voit aussi, par cet exemple ^ comment on peut convertir une frac» 
lion donnée en parties de c en c fois plus petites ; dans quels cas la suite 
de fractions obtenues , doit ou ne doit pas se terminer \ et enfin , dans 
quels cas la série périodique résultante est simple ou mixte. Mais nous 
n^entrerotts pas dans plus de détails sur 6e sujet,, parfaitement analogjue 
à la réduction des fractions ordinaires en décimales. 

264. Cherchons présentement si la formule 8=-— -peut s'ap- 
pliquer pour toutes les valeurs de r. D'abord si on y fait r = 1 , 
elle donnera, pour S, une valeur infinie^ comme cela doit être, 
puisque dans ce cas, tous les termes de S étant égaux à a, on »S 
= a X 00. Mais si r ^ 1 , on aura une valeur négative pour la 
sonune S, etseniielUment j^otiiioe, l^éanmoins la formule alors est 
encore exacte, en ce sens, qu'elle indique, par une soustraction 
impossible, l'absurdité de l'hypothèse qui l'a donnée. £n effet ^ 
pour obtenir cette formule, on a regardé comme nul le terme com- 
pUmentaire or** (r— 1), qui n'est réellement nul que quand 
r -< 1 (261) ; mais pour r > 1 , ce terme a une valeur infinie ; il 
était donc alors absurde de le supposer égal à zéro. G^est donc ceHe 
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alisnrdité qn'mdiqaait la formule^ en donnant une soustraction 
inexécutable. 

On voit 9 an moyen de ces interprëtations^ que la formule pro- 
posée est absolument générale, et qu'elle s'appliquera encore lors- 
qu'on y changera r en — r. Mais alors S désigne la Taleur de la 
fiérie a —- ar -^ ar* '•^ ar -f- ar^ — ar -}- etc. , à l'infini ; et il 

vient S=i:- , comme on le démontrerait directement. Quelque 

Taleur numérique positive qu'on donne à r, cette nouyelle formule 
ne présentera aucune impossibilité , et fournira conséquemment la 
véritable valeur de S. Ainsi pour r r= 1 , cette formule donnera 

a — a-)-a — a + a — a + etc, h l'infini, =^a. 

On retrouve, en effet, cette série, en effectuant la division de a 
par 1 + 1. En général, la division de a par 1 — r ou par 1 + r, 
reproduit les deux séries qu'on a désignées par S. 

' n existe un gprand nombre de fonctions de dr, telles qae (t -f-3 x)l(i 
— • 3x -]- X*), qu^on peut développer en séries, par la division algébri- 
que, de manière à trouver des résultats de la forme 

yîe =r a -}- ix + ex* + dx^ + ex^ + «te. 
Dans ce cas, en arrêtant la série du second membre, il faut toujours 
la supposer complétée par une certaine expression de x, où x'* entre évi^ 
demment comme facteur. Or, lorsque x^ i, cette expression est néces- 
saire pour rendre le second membre égal au premier ; mais si x ^ i, le . 
terme complémentaire peut être conçu aussi petit qu^on veut; et U est 
permis de le n^liger, après un certain nondi)re de termes de la série 
proposée. 

. 265* Pour montrer comment la sommation des progressions décrois^ 
santés à Tinfini, peut servir dans la solution des problèmes, considérons 
deux vases À et B, contenant de Veau chacun^ et B i4 litres de moins 
€fue S/bis celle renfermée dans A. Xe« vases se vidant uniformément^ 
A. dans BetB dans un troisième vase , on sait que tandis que B perd 
luie certaine quantité d'eau ^ il en reçoit autant de fois moins de A, que 
celui-ci en avait d'abord. Quels sont les nombres x et y de litres d'eau 
contenus dans les vases A et B , avant l'écoulement ? 

On a d^abord Téquation^ == 8x •— 14* Ensuite, pendant que le vase 
B perdjr litres d^eau, il en reçoit x fois moins de A, ou j* * x, ou jrx^'; 
pendant qu^il perdjrx''^ il en reçoit x fois moins ou^x*"'^ pendant qa^'il 
^rd^x""', il en reçoit j-x, et ainsi de suite, à Tinfîni. Or, outre l'eau 
jr que B avait d'abord , il a perdu toute celle qu^il a reçue de A ^ il faut 
donc qu'on ait 
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d^oÀ »'— x=:j^. Il est visible, en effet, diaprés renoncé,- que quand I* 
Tsse B se vide, il reçoit du vase A, le x* de ce qu^il perd \ de sorte que 
les X litres d^eau fournis par A à B, sont la x* partie de toute Teau que 

B a perdue* On a donc x = - (x -^j^) î dVù x' — • x =3j^, comme par 

la progression considérée d^abord. 

Cette équation et la première fournissent les deux couples de valeur» 
X = 7 et^ = 4^ , X = a eijr = a ; et le problème a deux solutions. 

266. Cet exemple suffit pour montrer comment on râoudra les pro-> 
blêmes que voici : 

I. Les quantités dVau contenues dans quatre vases A, B , C, D, sont 
en progression géométrique et font en tout 36o verres. Lorsque les vases^ 
se vident uniformément, savoir C dans D et A et B dans G, il arrive que 
pendant qu^il sort une certaine quantité d^eau de G, il en reçoit le quart 
de A et les 5 vingt-huitièmes de B. Combien y avait-il d^eau dans les vases 
A, B, C, D? [R. a4i 4^9 96 et 19a verres. Ce qu^on peut trouver par 
une progression décroissante à Tinfini. J 

n. Chaque signe * et choque radical portant sur tout ce qui le suit , 
quelle est la yaleur de la série, continuée à Tinfini, 

l/'a* : ^^a*6 : |/a8 : |/^fl«6 : |/^fl8 : l/a'S . etc. ? 

[ R. a. Ce qu^on trouve par la sommation d^une série périodique. 3 

IIL Un voyageur a été un demi-jour à parcourir une infinité de dis^ 
tances, la première étant 1 lieue |, dans des temps ayant des dénomina- 
teurs de 5 en 5 fois plus grands, indépendamment des vitesses j représen- 
tées alternativement par 1 et |. Un autre voyageur a mis une infinité d& 
temps devenant de 11 en 11 fois moindres, et le premier étant 9 jours, à 
parcourir 99 lieues, par une marche uniforme^ Si ces voyageurs, ayant 
entre eux une distance de 90 lieues, allaient Tun contre Tautre, avec des 
vitesses constantes, égales à celles qu^ils avaient en parcourant les pre-^ 
mières distances précédentes ; combien seraient-ils de temps pour se ren- 
contrer ? [R. 6 jours. Ce qu^on trouve en observant d^abord que la vitesse 
est le chemin parcouru uniformément pendant chaque unité de temps ; 
et qu^aiosi, diaprés Tàioncé, le temps ^ jour est composé du nombre 
infini de temps, jr, |ar, ^x, -^^x, ^x, etc.] 

Des Séries géométriques. 

267. Remarquons d'abord que les différences premthres, secon- 
des, troisièmes, qttatrièmes, etc., de plusieurs nombres croissans^ 
sont les restes qu'on trouve en retranchant chacun de ces nombres 
de celui qui vient immédiatement après, chaque différence première 
de celle qui la suit immédiatement, chaque différence seconde de 
celle immédiatement à droite y et ainsi de suite. 



( 157 ) 

On appelle progrestion du m ihne ordre, une suite de nombres 
dont les différences m™^' sont constantes, c'est-à^re tontes é^lés 
entre elles. Ainsi ttne progression arithmétique est une progression 
du premier ordre; car les différences premières de ses termes con- 
sécutifs^ sont toutes égales à la raison. 

268. Pour savoir si une suite de nombres donnés, forme une 
progression d'un certain ordre, on écrira, comme on le voit ci-à« 
côté, un tableau, dont la 12, 120, 400, 924, 1764, 2992, etc., 
première b'gne se compo- 108, 280, 624, 840, 1228, etc., 
sera des nombres proposés, 172,244, 316, 388, etc., 
la seconde de leurs diffé- 72, 72, 72, etc. 
rences premières, la troisième de leurs différences secondes, la qua- 
trième de leurs différences troisièmes , et ainsi de suite. Et si l'on 
parvient à une ligne de différences toutes égales entre elles, la suite 
proposée sera une progression de l'ordre indiqué par h rang de ces 
^iifférences. Ainsi , dans l'exemple ei-dessus , les (fifférences troi- 
sièmes étant constantes, les nombres de la première ligne sont en 
progression du troisième ordre. Et il est clair aussi que les 'nombres 
de la seconde ligne, forment une progression du second ordre, et 
ceux de la troisième, une progression du premier ordre. 

On vérifiera donc, par ce procédé, que les deux suites de nom- 
bres 1, 3, 6, 15, 21, 28, 36, 55, etc., et 1, 4, 10, 20, 35, 56, 
^, 120, 286, etc., fmrnent respeclivcment des progressions du 
second et du troisiènie ordre. En général, on vérifiera aisément, 
pour les premières valeurs de m, 1<* qu'ait multipUant terme h 
terme, m progressions par dijfêrences, les produits seront en. 
progression du viihme ordre; 2° que les puissances vaûmes des 
termes ^une progression arithmétique, forment une progression 
A f ordre m. 

269. Partant des notions précédentes, j^appellerai s^rie gêomé- 
trique, la suite de nombres formés en multipliant une progression 
d'un certain ordre, terme à terme, par une progression géwnétri-^ 
«pie. Telle est la série 

S = 1 -f-3a' + 6a*-}- 10a^+ ... +i« (n-f-l)^"»^*. 

Pour sommer cette série, retranchons-la àfi son produit par a*î 
irions aurons, en réduisant, 

(a«_^)S=:in(it+l)«"* — S'et 

S' = 1 + 2a* 4- 3a* + 4a^ 4- ... -1- ««"»-'. 
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Retranchant de même la valeur de S' de son produit par a\ et 
simplifiant; on aura 

(a«_l)S'=na»'»— (l+a'+a*+a^H J-a*^"*)- 

Substituant la somme de la progression géométricpe entre paren- 
thèses ^ et réduisant, on trouYera 

S'=(^r=:i); [(«'«-n-i)a"»+i]} d'où 
s=ç^{[i«(«+i)(«'-ir-«(«*-i)+i]«"'-i|. 

De cette manière, on a la sommation de deux séries géométriques 
en a. 

Ces valeurs de S et S' fournissent un nouvel exemple de l'utilité 
et de l'exactitude du calcul des expressions imaginaires. Prenant^ 
en effet, a = |/^^I dans ces deux séries, puis ayant ^rd aux 
fiignes des puissances de U^— » 1 (104), on trouvera ces deux foi^ 
mules remarquables : 

l_2+3— 4+5— 6+...=fc:n==fc=^«+i(l=fc=l), 

l_3 + e-10 + ...±in(n+l)=±in(n+2)+|(I±l% 
formules dans lesquelles le signe supérieur a lieu pour n impair. 
On a déjà démontré la première (252). 

. 270. XéOnqt^an veut trouver de la manâre la plue simple, la 
somme S fune série géométrique en slj dans laquelle r est la 
raison des exposons de^ (^ nécessairement en progression arith- 
métique') , il faut multiplier cette série par aï'; puisj suivant que 
tous les termes ont le signe "^-^ ou qu'ils sont alternativement 
positifs et négatifs j retrancher ou ajouter la valeur de S à celle 
du produit a'S^ et remplacer dans le résultat, la somme de la 
série géométrique qui s*y trouve^ par sa valeur j qt^on obtiendra 
êfune manière semblable, et ainsi de suite • Non-seulement on 
aura ainsi ^expression de S^ mais de plus la somme Sautant de 
nouvelles séries géométriques^ qu'il y a ^unités dans tordre do 
la progression des coejfidens de a^ dans S. 

Cette règle est fondée sur ce que les coefficiens de a, dans les 
séries géométriques successives, sont les différences premières ^ 
secondes, etc., des coefficiens proposés 3 de sorte que les dernières 
différences étant constantes, la dernière série est xme progression 
par quotient. 
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THous ne nous arrêterons pas an grand nombre de séries géomé- 
triques^ pins ou moins remarquables , qu'on peut sommer au 
moyen de la règle précédente : telles seraioit, par exemple | les 
quatre séries-^ 

l + 4a + 9a» + 16a' + 25«*+... + nV-^ 

1 4- 9a + 26a' + 49a^ H 1- (2n — 1 )a'»-, 

1 + 8a + 27a' + 64a' + 125a* ^ f- nV""', 

1 + 27a + 125a' + 343a' H }-(2« — l)'a»-'. 

Posant ensuite a =i — 1 , dans les formules résultantes^ on aura 
les sommes de quatre nouvelles séries. 

271. £n général , on peut ramener la sommation des progressions 
des divers ordres, dont les termes sont alternativement positifs et 
négatifs, à celle des séries géométriques. Pour cela, an mulUpUera 
les iêrmeê de Im progression proposée, qui suivent le premier j 
par les puissances successives de slj à partir de la pretnikre, et 
an fera a = 1 dans la somme de la série géométrique résultante* 
C'est ainsi qu'on sommera les séries 

1 — 5 + 12 — 22 + ... =b:^(3n—l), 

1 _6+ 15 — 28 + ... =fc:«(2«—l), 

1_3 + B — 7 + 9 — ll + ...=t=(2fi— 1). 

272. Un rentier a placé une somme a à intérêts composés, 
pendant n années, à r pour 1 par on. Sur Us valeurs de cette 
aomme, au bout des années l'**, 2% 3®, 4<^, ..., n«, il a dépensé 
e, 2c^ 3c, 4c, •••, ne. Quelle somme x lui estil restée à la fin de 
la n"® année? 

Soit ff ce qui lui est resté au commencement de la v" année ^ il 
est clair qu'à la fin, il lui sera resté (1 + r) nf — w, ou htf — cv*. 
De U, les somimes restantes au bout des années 1'®, 2% S**, 4% ..., 
«™», seront respectivement ah^^Cy ab*^ ch'-^2cj ab ^- cb*-^ 
2cb — 3c, ab^— cb^ — 2cb* — 3cb — 4c, et enfin 

ar=ai'»— c[*'»-*+2*'»-'+3i'»-'+... + (n— l)* + nj. 

Soustrayant cette égalité de son j^oduit par bj il viendra 

(*— l)ar=:a5''(J— l) + «t— c(i'»+J''-'+*'»-^H J-^); 

â'où^ à cause de 5 =z ) + r, on trouve 

:B = («-5)i»+^(* + «r). 
Cette forpiule donnerait aussi la val^r de at>u ceile de c, les 
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antres nombres étant connus. Mais on ne saurait en tirer ni n ni r^ 
même en s'aidant des logaritlmies. 

273* Voici encore plusieurs problèmes à r^oudre. 

I. On divise respectivement a', a^, a^, a^, ..., a'', par la racine carrée 
de a, par celle du quotient, par cïelle du second ({uotieni, du troisième, 
et ainsi de suite. Quel sera Pexposant de a dans la racine carrée du der- 
nier quotient r (Même problème pour les multiplicatiosis.} [R. {(Sn-f- 
idra"""), dans le premier problème.] 

II. Combien faut-il de chifires pour écrire la suite de termes fonn<^ 
«vec les nombres entiers , depuis i jusqu^au plus grand de n cliifiiws , en 
plaçant chaque nombre autant de fois qu^il a dWités? [R. On verra 
d^abord que pour écrire les termes fournis par les nombres de v chiffres, 
il faudra employer ;(ii»io''^""* — i)-9vio^"'* chiffres, etc. On peut 
aussi trouver la somme des nombres exprimés par les termes de ce pro- 
blème.3 

in. Quel sera IVtat de la caisse dW banquier, après n jours ? On sait 
qu^il y avait d^abord m francs ^ quHl recevra 54o francs le premier jour, 
paiera une certaine somme le second, en recevra une autre le troisième, 
en paiera une le quatrième, et ainsi altemativemcat ; de manière que J^ 
sommes de deux jours consécutif quelconques , seront dans un rapport 
double de celui des carrés des rangs de ces deux jours. £R. £u désignant 
d^abord par v' la somme du v* jour, on trouvera , pour Tétat de la caisse, 
après n jours, mziz^o (9^' 4"^"^*^) 3'''*'4®) ^^ signé supérieur ayant 
lieu pour n impair* 3 

Détermination de certaines Séries élémentaires. 

274. Etant donné le v^^ terme d'nne série ^ ou bien la somme 
de ses v premiers termes, on pourra souvent sommer ou découvrir 
cette série, à l'aide des mçthodes très-simples que nous allons faire 
connaître. 

ITabord si de la somme S^ des v premiers termes d'une série, 
on soustrait la somme S^_ ^ des v — 1 premiers, le reste sera né- 
cessairement le v^ terme /y. La sommation des séries revient donc 
à former d'abord Tidentîté 

Prenant, en e£fet, dans cette idénfîlé., successivement 1?:=: 1, 2, 
3, 4, ..., n, puis ajoutant entre lâUes les^ égalités jsésuhanles^ le% 
termes du nouveau second mepihrejse^étmirçnt deux à deux, ex- 
cepté S^ et — ■ S^j ; et on aiuta, pont sommer la série cherchée; la 

formule ,.^t^^t,^~t^+... + t„z=:S„-»,. 
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D'après eeh, si la somme S^ des v premiers termes est donnée 
en fonction rationnelle de Vj on trouvera aisément l'expression du 
V* terme <y, par l'identité /<y = 8^ — S^_, ; d'où l'on déduira les 
n premiers termes de la série inconnue, ainsi que leur somme S^ 
— S^. Par exemple, si S^= — ( — l)^i;'(t;+l), on aura i^z=, 
{— !)*'""• V [t;{2i; — 1) + 1] , et par suite la formule 

1.2 — 2.7+3.16 =±:«[n(2«— l)+l]=±«'(n + l). 

De même, l'expression S^= — J( — l)^(6v' — 1) — ^, donne 

l_7+19-.37+...=i=[37i(«-l)+l]=±|(6n'-l)^^, 

le signe supérieur ayant lieu pour n impair, dans cette formule, 
ainsi que dans la précédente. 

275. Par ce procédé, on peut trouver et sommer nne multitude 
de séries utiles, ou plus ou moins Remarquables. C'est ainsi, par 
exemple, qu'on vérifiera les formules que voici, pour sommer les 
séries des carrés et des cubes des n premiers nombres entiers et des 
n premiers nombres impairs : 

1 + 4+9+16 + 26 -j \-n'z=zln{n+l){2n + l), 

1+9+25 + 49+81 H h(2« — ir = 5w(4n*— 1), 

1 + 8 + 27 + 64+125 H |-n^=:in"(7i + l)', 

1+27+ 126 + 343 H |-(2n-^l)'=ii'(2ii'— 1); 

1 — 4+9— 26 + 36— .49+... =tn»==±=i«(« + l), 
l_9+25— 49+...±(2n— l)'=:±i(2n-.l)(2n+l)— I, 
1—8+27— 64+... =t:n'==±=|(2n+l)[2«(«+l)—l]-i, 
1 — 27+126— 343 + .. .±(2n—l)*==i=n(4n' — 3)5 

le signe supérieur ayant lieu pour n impair, dans les quatre der- 
nières formules. 

Au moyen de ces formules, il sera facile de sommer les carrés et 
les cubes des termes d'une progression arithmétique, ces carrés on 
ces cubes ayant tous le signe +, ou étant alternativement positifs 
et négatifs. On en déduira même la sommation de toute série, dont 
le n ième terme est une fonction rationnelle et entière de n, pourvu 
que l'exposant de la seule variable i», dans ce terme, ne surpasse 
pas 3. 

276. Appliquant encore le procédé du n» 274 , on vérifiera les 
formules que voici (et leurs analogues, lorsque les termes des séries 
ont alternativement les signes + et — ) : 

11 
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(a+l)*+{a+l)(a+2y+...+(a+l)(a+2);..(a+«-.l)(a+n)* 

= (a+l)(a+2)(a+3)...(a+«+l)-(«+l); 

lia I "^""^"'^ I ^(^+0(^4-^) I , a(a+i)...(a+»>-i) 

i.a ' i.a.3 "* "■ i.a.«./i 

l', 1.3 . 1.3.3 . , i.3..«n 

r+ ^/^ I .^ + ^/^ I ,^/^ 1 ^^ + •" + 



A a(a-\'i) «.(«+!)(« + a) «(a + i) ... (a-J-n — i) 

* fi 3.3.4 «»»»(/» 4"^) 1 

a— 3 L fl(a + i)(a-|-9)...(a + ii — i)J* 

La dernière de ces séries est l'mi'0r<0 de la seconde. Il existe denx 
formules analogues pour les nombres impairs ajoutés à a. Lorsque 
■n est infini et a ^ 2, la troisième formule proposée se réduit h. la 
valeur inverse de a — 2. Mais si a = 2, eUe devient ^y que n soit 
ou non infini; cette formule n'est donc pas propre à sommer les 
inverses des n premiers nombres entiers. Enfin, si azi:l^ la même 
formule se réduit à n, comme cela doit être. 

277. La notation des lettres numérotées n'abrège pas seulement 
le calcul de la sommation de certaines séries , mais elle conduit 
quelquefois à en découvrir de nouvelles, qui autrement auraient 
pu ne pas être aperçues. Par exemple, soit a^ le v™« terme de la 
seconde série du précédent numéro, et af^ la valeur inverse de a^, 
c'est-à-dire 1 * a^; il est clair qu'on aura 

û+v , V-f-l 

tleS'deux égalités fournissent évidemment celles-ci : 

(a-.2)a'^.=(t;+l)a',-(i;+2)a',^.; fZ2a',=a'^^a'^^. j 

(-ir-"(« + 2i; + 2)a'^^.= 

«Prenant successivement 2; = 1, 2, 3, 4, •«. , n, dans chacune de 
ces identités, et ajoutant entre elles les n égalités résultantes, la 
première €t la quatrième des six identités proposées, donneront les 
deux dernières formules du précédent numéro, et les autres four- 
niront quatre nouvelles formules. 



C 163 3 

278. On Toit, par ce qui précède, combien il est facile de tron- 
Ter et de sommer la série, quand on connaît la somme S^ de ses v 
premiers termes, v n'y entrant sous aucun radical. Mais si le 2;™*' 
terme t^ est seul donné en fonction rationnelle de v, pour en dé- 
duire l'égalité i^^iSy — ^v-i' ^ ^^^^ ^^ quelque sorte deviner la 
forme de l'expression de S^ , laquelle d'ailleurs peut ne pas exister, 
comme dans /^ = 1 . 2 . 3 . 4 . . . v. En général , lorsque l'expression- 
de S^ existe, on ne l'obtient guère k l'aide de i^ , qu'après quelques 
tâtonnemens» Par exemple, si le v™*^ terme de la série est 

on Terra, après quelques essais, que si l'on prend 

d'où résulte ensuite la formule 

Ginsidérons aussi la série 

'*i,a 1,21 1|2 1. 
7 + T« — 7I + « — r7+ï5 — 7r + «tc. 



3 4 ' i5 13 ' 35 !i4 ' 63 40 
H n'iest pas difficile de voir que le v™* terme est 

v(v + a) v(v4-i) (v4-i)(v + a) 
De cette identité , on tire aisément la formule 

* > I J 1.1 » * • * 



3 a.4 "^S-S 4.6 ^ n(» + a) a (/i+i)(/i4-a) 

Enfin, si le t/« terme est (v— l}(v+l) [1 .2.3 ... (v — 1)]', on 
trouvera, par des décompositions analogues, la formule 

1. 3. r+2.4(1.2)'+3. 6(1.2. 3y+4. 6(1.2.3. 4)»+... 

+ (n— l)(n+l) [1.2.3... (n — l)]*=(2. 3.4... n)'—l. 

n est une foule d'expressions de f^ qui fournissent celles de S^, 
sans beaucoup de tâtonnemens. Telles sont, par exemple, les sui- 
Tantes et leurs inverses : 

t^=^v(v+l), v(v+l)(v+2), v(v+lXv+2)(v+3), etc. 

Quand le t;™« terme 1^ est une fonction entière et rationnelle de- 
là variable v, on trouve directement, dans un grand nombre de 
circonstances, l'expression S^ de la somme des v premiers termes^ 
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à l'aide des eoefficims indètêrmmêi* Ainsi, ponr /^rr(— l)''*^ 
(4v* — 1), on poserait S^=: — ( — l)^(ai;' + ii;+c). Mais il 
est inutile dé s'arrêter beaucoup à ce procédé, parce que, pour tonte 
fonction rationnelle et entière de 3^, la somme S^ s'obtient bien 
plus facilement, au moyen des 9irie9 des premûreê fuiêtaHeeB, 

279* D^apr^ la sommation des séries élémentaires, il ne^era pas dif* 
ficile de résoudre les problèmes que voici : 

I. Trouver un nombre x tel , que le produit des x premières pui»- 
ssnces impaires de a, vaille ^ Ibis la puissance jrième de ce même nom- 
l>re a. {x vaut 3 ou — a.) 

n. Quel est le nombre x tel, que la orième puissance impaire de 739, 
Taille la puissance 9™* de 81, multipliée par la racine carrée du produit 
des X premières puissances de a^ ? ( R« 7 ou 8. ) 

IIL' On multiplie successivement a'"\a'*'"', «""*', •••, a', a\ a^ 
^par lies racinesWbiques de tP^ du pnemier produit, du second, du troi- 
sième, et ainsi de suite. L^ezposant de a ^ dans la racine cubique do, 
dernier produit, étant égal à ^ , on demande quelle sera alors la valeur 
de/1? (R. 5.) 

ly. On multiplie respectivement les puissances de a, dont 4) 3, 16, 
39, •••■, a'' sont les exposans, par les racines carrées de a*, du produit, 
du second .produit, du troisième, du quatrième, et ainsi de suite. Si la 
racine carrée du dernier produit est égale à a, ayant ^ pour exposant, 
quelle sera la valeur de n? [R« 4î c^ quW trouve en élevant d^abord 
les deux membres à la puissance a".] 

y. ,On multiplie respectivement les puissances a*, 3*, 4*^ •••, (t-— 1)* 
de a, par la racine carrée de «., la racine cubicpie du produit, la racine 
4* du second produit, la racine 5* du troisième, et ainsi de suite. LVz-* 
posant de a, dans la racine 1** du dernier produit, étant 2^ , quelle doit 
être alors la valeur de n? [R. 6; ce quVn trouve en élevant d^abord les 
■^eux membres à ]a puissance 1 .3.3.4 *•■ '** 3 

yi. On divise respectivement les puissances 3*, 4% 5*) •••) (*'4'^)"** 
-de a, par la racine première de a', la racine carrée du quotient, la racine 
-cubique du second quotient, la racine 4" du troisième, et ainsi de suite. 
Quel sera Fexposant de a , dans la racine it"^ du dernier quotient ? [ R. 
iqp(i.a.3..4 — '»)"'*-3 

yij. liC signie de division portant sur tout ce qui le suit, trouver la 
râleur de n , dans chacune des équations : 

a»8 =:a: a!^la^l ••• : a"' et a*9 = a ! a^ : a»5 : ... : a^*"""*^*. 

[Le nombre n vaut 7 o^ — 8 dans la première équation, et 5 ou <— • 5 
<lans la seconde. On peut varier d^nn grand nombre de manières, ces 
sortes de problèn^es. Par exemple, les exposans 6uoce88i& d<e a, povr- 
caient être les cubes des n premiers nombres entiers ou des n premierar 
«nombres impairs \ ces exposans pourraient être les valeurs successives de 
à fois la puissance nx"^" de ^, quand on prend n=ri, a, 3, 4i 5, etc.] 
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280. ProghbIsioiis des diyb&s OEDaBs. Parmi leii léries Ûé- 
inentaires, on doit considérer les progressions des divers ordres. 
Noos avons déjà vu (267) qu'on appelle progresiùm du mûmê 
ordre, une suite de nombres dont les différences mièmes sont 
constantes. Les différences successives se trouvent en soustrayant 
chaque nombre'de celui qui le suit immédiatement -, mais on pour- 
rait les trouver aussi en retranchant chaque nombre de celui qui 
le précède. 

On formera les progressions des divers wdres successifs, en dû- 
pcfbànt les nombres çonmie dans le tableau ci-dessous , dû chaque 
nomhr» éPune colonne est la somme de celui tnunidiatement au- 
deeeue joint à celui imnMiaiement à gauche de ce dernier, dans 
la colonne préeidenie : 

r, a, hy Cj 

ry a'-\'ry ^-f^^y * + *> 

r, a + 2r, *-j-2« + r, c + 26 + a, 

r, a + Zry ft + 3a + 3r, c + 36 + 3a + r, 

r, a + ^y h^ka + Qry c + kh + Qa + kry 

r, a + 5r, 5 + 6a+10r, c+5* + 10a+ lOr, 

r, a^Qry 5-}-6û + 15r, c-i-65 + 15a-f20r, 

r, a + 7r> 5 + 7a + 21r, c + '* + 21a + 35r, 

D est clair que les nombres de chaque colotïne, à partir de la 
seconde, forment les progressions des ordres \^y 2*, 3% etc. \ car 
les différences premières, secondes, troisièmes, etc., de ces systèmes 
de nombres, sont toutes égales à r. 

On voit de plus que les huitièmes termes i^pectifs.de ces pro- 

gressions, reviennent à a -(-7^7 ô+7aH| r, c + 76-I a 

+ ^* ' -r, etc. Si donc on pose, pour abréger, 

n(n-0(n-,)...(,>-x>-H) -îi^îlli) etc. 

il est évident que les (n+ 1 )ième8 termes respectifs des progres- 
sions des ordres \^^y 2®, 3®, 4<', etc. , seront : 

a'\'nry 

h -|- na -|- fw^ , 

e + i« -f- an^ + rwj , 

<l + «ï + ^71^ + o«3 + #71^, 

etc. 
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Sur quoi l'on peut observer que dans le ( n + 1 )»• terme det 
progressions du 4* ordre, par exemple, d, c, b, Uy r^ sont respec- 
tivement les premiers termes , tant de la progression , que de ses 
différences, premières, secondes, troisièmes et quatrièmes. 

281. Maintenant, avant de chercher les formules pour calculer 
les sommes des (n-f- 1) premiers termes dans les progressions des 
ordres l*", 2*, 3«, 4®, etc. , nous observerons que d'après l'exprès^ 
sion de n^ , on a évidemment l'identité 

»»i,+«v+. = ('» + l)v + iJ ou w^ = (« + l)v+,~«a;+a* 
D'où; en opérant comme plus haut (274), on déduira 

Jv+2« + 3„ + 4„H |-n„ = (« + l)„^,. 

D'après cette formule, si l'on ajoute entre elles les (ii-f- 1) valeurt 
qu'on trouve en faisant successivement nrzO, 1, 2, 3, 4, ...,fi, 
dans chacun des (^n-i^l^ièmes termes des progressions des ordres 
1^', 2<^, 3^, 4*^, etc. , on aura les sommes respectives des ( n «^ 1 ) 
premiers texines de ces progressions. Observant donc que («-{- 1)^ . , 

sz: — ; — n,,, on trouvera 

(n + lXa + inr), 

(n+l)(i+inc + i«,i + i«,«+|„^r), 
etc 

Par exemple, dans la progression du 3»« ordre 12, 120, 400, 
924, 1764, etc., Ie*(w4-1)<» terme a pour expression 12 + 108» 
•j- 17271, + 72«3, ou bien, en réduisant, 

12 + 4671 + 6071* + 127i'. 

Prenant, en ei$et, successivement 71 :=0, 1, 2, 3, etc., dans cette 
expression, il viendra, pour les termes successifs de la progression, 
12, 120, 400, 924, etc. 

Quant à la somme des (7t-|-l) premiers termes, elle se réduit k 

t('» + 1)(36 + 947i + 597i'+97i'), 

282. Nous ne considérons pas ici les progressions dont les termes 
sont alternativement positifs et négatifs. Pour que chaque espèce 
de progression soit déterminée, il faut connaître les nombres cons^ 
tans qui entrent dans l'expression de son (ti -f- 1 )® termes, ou du 
moins avoir des conditions propres à faire trouva les valeurs de ces 
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nombres. Or, noas avons dëj& vu (279) que ces nombres constans 
sont respectivement les premiers termes, tant de la progression^ 
qtDie de ses différences premières, secondes, etc. Supposons, par 
exemple, que dans une progression du second ordre, on sache que 
les termes 2™*, ^'^* et 9^^% valent respectivement 12, 41 et 201. 
D'après l'expression du (n -f- 1 )™^ terme de cette progression, on 
aura 

«+6=12, 6-f3a + 3r = 41 et 6 + 8a-(-28r=201. 

Ces équations donnent a = 7, 5 =: 5 et r =: 5. Ainsi le (n -|- 1)"^* 
terme de la progression se réduit à 

i(10 + 9n + 6n*) 
La progression cherchée est donc 5 + 12 + 24 + 41 + 63 + 90 
-f- 122 + 159 -f- 201 + etc. La somme de ses (n + 1 ) premiers 
termes devient 5(n + l)(30 + 16n -J- 5n*). 

283* lioHBRBs FIGURES. On appelle nombres Jigurès ^ ceux dont les 
unités disposées convenablement forment certaines figures de géométrie. 
Xics nombres figurés donnent aussi des séries élémentaires , comprises 
parmi les progressions des divers ordres. 

On distingue des nombres figurés de plusieurs classes^ contenant cha-^ 
cnne difiPérens ordres. Voici le tableau des six premiers ordres de la classa 
tt"**, oà chaque nombre est la somme de celui qui est à gauche y Joint à 
celui immédiatement au-dessus de lui: 
1*' ordre i, . u, u, «, u^ u 
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a* Il »+»> » + 2«*i 1+ 3i«, 1+ 4»i ï+ 5i«, ... 

3« 1, a + «, 3 + 3tt, 4+ 6«, 5 + iOM, 6+ i5tt, ... 

4* Il 34-»î 64-4«î lo + ioM, 154-30U, ÎI1+ 35tt, ... 

è* 1, 44-"> io + 5m, 3o+i5ii, 35 + 35m, 564- 7o«î ••• 

6« 1, 54-"i i5 + 6i«, 354-aiu, 7o4-56tt, laiG-j-iaôu, ... 

Par ce tableau, on voit que €tans une classe quelconque^ les nombres 
Jigurés des divers ordres^ à partir du second^ forment des progressions 
des ordres i*', a", 3', 4*i ^*i ^^* On voit de plus, que dans la même 
dasse^ le y^* nombrejiguré d'un certain ordre^ est la somme des v pre-^ 
wiers nombres figures de Vordfe immédiatement précédent. Il est donc 
facile de trouver les expressions des v iémes nombres figurés des divers 
ordres d^une méooe classe. 

'' Les nombres des lignes 3* et 4* du tableau proposé, sont les nombres 
polygones de U'^^n côtés et les nombres pyramidaux de vl-^^ faces; 
parce qu^ils expriment respectivement la totalité des points que Ton peut 
distribuer en polygones et en pyramides, par les intersections decertai-* 
nés droites. Les nombres des autres lignes ne sauraient fournir de figures 
géométriques, par les arrangemens de leurs unités; et on ne les appella. 
nombres figurés , que parce qu^ils dépendent de ces derniers* 
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Puisque les nombres des lignes 3* et 4* forment des progressions des 
ordres a" et 3", les (n-j-i)iémes termes respectifs de ces progressions ^ 

sont : I (/» -]- 1) («M-j- a) et i (n -f-*) (" "f" ^) ('*""!- ^)' ^® ®°*^^® qu'on 
a, pour sommer les (/i-|-i) premiers termes de ces deux progressions, 
cVst-à^dire pour sommer les (n -|- 1) premiers nombres polygones de u 
-|- a câtés et les (/i 4*1) premiers nombres pyramidaux de u -)- 3 faoes, 
les deux formules : 

è(»H-i)(/.+a)(«.+3) et ^(n+i)(n + a)(n+3)(m.+4). 

Prenant donc successivement tins 1, 3, 3, 4 ^^ ^) ^^^ ^^ fommleS) et 
changeant /i en n — 1 , on aura celles-ci : 

+ 3 + 6+io + i5 + ... + in(« + i) = |(/, + i)(« + >), 

+ 4 + 9 + 1^ + ^5 H! J- «* = ^« (n + 1) (an + 1) , 

^ 5 -[- la -J- aa + 35>| 1- in (3n — i) = Jn* (n + 1), 

-j-6+ i5 + a8-|- ••• '\-n('in — i)=r:gn(n-]-i) (4n — 1), 
-J- 7 4- 18 -j- 36 -j 1- 1» (5/1 — 3) = gn (n H- 1) {5n — a) ; 

+ 4 + io+... + t(n + i)(n + a)=:^(« + i)(n + a)(n + 3), 

+ 5 + 14H \-in(n + i)(:in + i) = -hnin + iy(n + 2), 

4- 6 -f- 18 -j j- i/i* (n -f 1) =^ (n 4- 1) (n 4- a) (3n + 1), 

+ 7 + "-| |-gn(n-|-i)(4n — i)=:gn»(n + i)(n + a), 

j^^-S-f-aô-j hB'*(''+0(5«^2»)=^(n+i)(n + a)(5n— i). 

Les cinq premières formules sont les sommes respectives des n premiers 
nombres triangulaires^ carrés^ pentagones^ hexagones et eptagones. 
Quant aux cinq dernières, elles sont respectivement les sommes des n 
premiers nombres pyramidaux ^ d 4) 5, 6, 7 et Z faces, 

284* On appelle simplement nombres figurés ^ ceux de la première 
classe, comme les nombres triangulaires et tétraèdres. On ve'rifié aisé- 
ment, par le tableau ci-dessus, où alors u =7 1, que le v^ nombre figuré 
de Tordre a, est le v™* terme dans la seconde formule du n° 276. Cette 
formule exprime donc la somme des n premiers nombres figures de Tor- 
dre aième; et la formule suivante, la somme des inverses de ces n nom- 
bres. Ainsi pour a == 5 , la première de ces deux formules donne 

1 4. 5 4- 15 + 35 + 70 + ia6 4 h è« C'» + (« + a) (n + 3) 

= TÎïï«(« + i)(« + 2)('» + 3)(n+4). 
Connaissant la valeur e^ Vespèce d'un nombre figuré, on peut toujours 
calculer le rang de ce nombre. Par exemple , soient x^ y\ z^ les rangs, 
respectif des nombres figurés 91 , i54o et 17300, des ordres 3*, 4^ et 5** : 
on aura les trois équations çjc (a: -j- 1 ) = 9 1 , g/ (jT +-1 ) (jT + 2) = 1 54o 
*' aS^ (-* "h 1) (* + 2) (-^ "1* 3) = 17300. La première de ces équations 
donne x=:i3, la troisième, résoluble comme celles du second degré ^ 
fournit z=:a4i ^ quant à la seconde, on en déduit ^^<[9a4o et (^4-i)* 
^9340. De sorte que^, nécessairement entier, est le plus grand cube 
contenu en ^a4o ) d^oùj-^^rao. (On peut voir en arithmétique, plusieurs 
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applicttîoni dec nombres figures ; et ce qni précède noos fournil le moye» 
de présenter les élémens de V interpolation des séries.) 

285. Ihteepolatioh. InterpoUr une série ^ c'est placer entre 
chaqae couple de termes consécutifs , k — 1 nouveaux termes , d» 
manière que la série résultante soit de même nature que la propo- 
sée. Or, pour cela, puisqu'il doit y avoir k — 1 nouveaux tennea 
entre le l*' et le 2«, entre le 2<' et le 3«, le 3« et le 4% etc.^ on voit, 
qu'aux termes 1«^', 2% 3«, 4«, ..., (n + !)"•, de la série proposée, 
répondent les termes 1", {* + !)•, (2A + 1)«, (3A4-1)«, ..., 
(nA-|- 1)% de la série interpolée. Si donc 011 veut que /« («-|- 1)* 
terme de la nouvelle série, soit le même que U {^n'\'iy de la. 

première, il faudra poser nk + 1 = z + 1 > <»» i» =z r-« Suhsti^ 

tuant ensuite cette valeur de n dans le (n -f- 1)^ terme de la série 
proposée, texpreision résultante sera le (i^-f-l)^ terme de la 
série interpolée ; laquelle sera de même nature que la première , 
puisqu'elle aura'deè termes communs avec elle, à partir du pre- 
mier, qui répond à î^r= o et n =r o. 

Nous avons déjà appliqué cette méthode aux progressions arith- 
métique et géométrique (253 et 259). Considérons, pour nouvel 
exemple de l'interpolation , la progression du 3^ ordre 

1, 22, 133, 415, 949, etc.; 

et proposons-nous d'insérer deux nouveaux termes entre chaque 
couple de termes consécutifs, de manière à avoir encore une pro-' 
gression du 3* ordre. D'abord on verra, comme plus haut (280), 
que le (n-J- !)• terme de cette progression, est 

1 + 3n -h |7i» -h ¥7i\ 

De plus, k — 1 1= 2 ou A =: 3 et n =3 ^£. Substituant donc cette 
valeur de n, il viendra, pour le (« 4- 1)™** terme de la progression 
cherchée , 1 + « -j. i«» + ^^^ 

cette progression est donc 1, 3, 9, 22, 45, 81, 133, 204, 297, 
415, etc. Et l'on vérifie aisément que c'est là une progression du 
3« ordre (268). 

Le même procédé s'applique aux progressions dont les termes* 
sont alternativement positifs et négatifs. Ainsi pour insérer un 
moyen entre chaque couple de termes consécutifs de la progression 
du second ordre 1 — 9 -|- 25 — 49 -|- etc. , dont le (« -j- ^ )* terme 
est =i=(2«+ 1)*, on fera n = ^, et lé («-f- 1)« terme 4e k pro- 
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^snon demandée, sera db( t-|- 1)*; laquelle est par conséquent 
1 — 4 + 9— 16 + 25 — a6 + 40 — etc. 

' 286. De ce qu'on peut insérer un même nombre de moyens 
entre chaque couple de termes consécutifs d'une série , sans chan- 
ger la nature de cette série, il en résulte, réciproquement, qiî'tuttf 
proffrêêiion é^un eertam ordre n'est pas détruite, lorsqt^on y 
êupprime un même nombre de termes intermédiaires. Par exem- 
ple, supprimant successiyement deux termes, la progression 1,3, 
6, 10, 16, 21, 28, 36, 46, 66, 66, 78, 91, 106, 120, 136, etc., 
derient 1, 10, 28, 66, 91, 136, etc. Cette nouTelle progression 
est du second ordre, comme la première. 

287. L'interpolation des progressions reçoit plusieurs applica- 
tions importantes , soit à l'obserration des phénomènes j soit à la 
construction de certaines tables, comme celles des logarithmes. 
Pour donner un exemple de ces dernières applicatioi^s, on observe 
que si Ton supprime la virgule, en se rappelant .que le derniw 
chiffre à droite de chaque logarithme exprime de^ dixrmillionièmes^ 
les logarithmes de 3100, 3110, 3120, 3130, sont respectivement 

34913617, 34927604, 34941646 et 34966443. 
Différences premières ... « 13987; 13942, 13897; 

Différences secondes -^46, — 45 . 

. Puisque les différences secondes des logarithmes proposés sont 
constantes, ces logarithmes sont en progression du second ordre. 
Interpolant 9 termes entre ceux de cette progression, les termes de 
la nouvelle progression, seront respectivement les logarithmes des 
nombres 3100, 3101, 3102, 3103, 3104, ..., 3130. Dans ce cas, 
ft = 34913617, û=: 13987, r = — 46, A = 10 et nz=;-^z^ 
Substituant ces valeurs dans le (n + 1 )"** terme des progressions 
du second ordre, savoir 5 + on + |m (n — 1), il viendra, pour 
le (« + 1)™" terme de la progression interpolée, 

34913617 + 1400,95* — 0,226z*. 

Faisant donc successivement £ = 1,2,3,4,6, etc., cette expres- 
sion fournira, avec peu de calculs, les logarithmes des nombres 
3101, 3102, 3103, 3104, etc. Et si l'on prenait « = 7,68 (ce 
qui est permis, puisque cela r.evient à poser d'abord £ = 758 et 
i^ = 1000), les deux derniers termes donneraient 10606 à ajouter 
au logarithme de 3100, pour avoir celui de 3107^58. De sorte: 
qu'on a log. 310768 = 6,4924223. 
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268. Maintenant pour voir comment l'interpolatîon peat tenrir 

'^ l'observation des faits, proposons-nous ce problème : Un corps 

€n matwemeni sur une droite^ était éloigné de son point de dépari j 

des distances 78^ 136^ 210^ 300 et 406 mitres, à 0, i, 8, 12 et 

. 16 heures. On demande à quelles distances il se trouvait de ce 

jfoint à la fin des heures successives 1^ 2^ 3^ 4^ 5^ ete,7 

Distances proposées 78, 136, 210, 300, 406; 

Différences premières. .. . 58, 74, 90, 106; 

Différences secondes 16, 16, 16. 

Les différences secondes étant constantes, les distances proposées 
sont en prog;ressîon du second ordre. Pour avoir les distances \ la 
fin des heures successives, il suffira donc d'interpoler 3 termes^ et 
alors on aura A = 4, ft=i78, azi:68, rrr 16 et nzr^z; d'où il 
viendra, pour le («+1)"® terme de la progpression interpolée. 

Prenant donc successivement z = l,2,3,4,5,6, etc., on aura 
91, 105, 120, 136, 153, 171, 190, 210, etc., pour les distances 
cbercbées , à la fin des heures successives. 

Si les différences d^un certain ordre n'étaient égales entre elles, qu^à 
peu près; en les regardant comme ayant une même valeur moyenne, on 
donnerait une loi déterminée au mouvement .du corps, et alors les dis- 
tances proposées formeraient une progression de même ordre que ces 
différences. On obtiendrait donc ainsi les distances cherchées , d^autant 
plus exactement, que les différences employées approcheraient plus d^étre 
constantes. Et comme le ( « -f- 1)™" terme de la progression interpolée, 
n^aurait qu^une valeur approchée, le nombre z devrait être peu considé^ 
rable, afin que Terreur fut peu multipliée. 

Cette méthode parait d^abord arbitraire ; mais elle approche tellement 
de la vérité, que fort souvent elle sert à rectifier des obsen^ations mai 
faites, n arrive d'ailleurs bien des fois qu^on yyt mettre, entre les obser- 
vations successives , un même intervalle de temps tel , qu^on n^ait ensuite 
à interpoler que des progressions du second ordre \ ce qui est plus sim- 
ple et plus exact. 

• 

Des Arrangemens et des Combinaisons. 

289. On appelle arrangemens ou permutations, les différentes 

manières de disposer un certain nombre d'objets, en les plaçant 

Boit 1 à 1, soit 2 à 2, soit 3 à 3, ou 4 à 4^ etc. , plusieurs assem- 

Jïlages, composés d'un même nombre de choses, pouvant renfermer 
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les rnènet obJeU, nuis disposes différemment de Vua k l'autre. Oa 
distingue les permuiaiianê des arrangemenê, en ce ^'on réserte 
le premier nom aux arrangemens de p choses entre elles, ou dis- 
posées p kpi mais cette distinction est peu utile. 

On appelle eombinais&ns, les divers assemblages qu'on peut for- 
mer arec un certain nombre d'objets, en les prenant soit 1 à 1, 
soit 2 à 2, soit 3 à 3, ou 4 à 4, etc., sans avoir égard à la place 
que chacun peut occuper, mais de façon que deux assemblages 
quelconques, composés d'un même nombre de choses, aient l'un 
au moins un objet qui ne soit pas dans l'autre. 

Pour mieux fixer les idées, considérons quatre objets, représentés 
par a, by Cy d : si khi droite de chacune des a&, ba^ ca^ da, 
quatre lettres proposés , on écrit successivement ac, bcy eb, iby 
chacune des trois lettres restantes, on aura tous ad y bdy cdy de. 
les arrangemens différons de quatre objets, pris 2 à 2, conmie on 
le voit dans le tableau ci-dessus. 

De même, si à la droite de chacun de ces abCy baCy eaby dab^ 

arrangemens, on écrit successivement cha- abdy bad, cady daCy 

cune des deux lettres restantes, on formera aeby bcay cbay dba, 

tous les arrangemens différens des quatre aedy bedy cbd, dbcy 

objets proposés, pris 3 à 3, comme l'indique adby bday cday dca, 

le second tableau ci-à-côté. adcy bdcy cdby dcb. 

Ainsi on voit que quatre objets a, 5, c, J, disposés 2 à 2, four- 
nissent 12 arrangemens et seulement 6 combinaisons aby acy ad y 
bcy bdy cd. De même 3 nombres a, &, c, additionnés 3 à 3, don- 
nent les 6 permutations a+ô-|-c, ft+a-j-c, a-f"^4"^^ i+c-}"^? 
«+a+ô, é?+^+^> ®t seulement la combinaison a-^-b-^-c. 

Le but de la théorie des arrangemens et des combinaisons, n'est 
pas de former réellement toutes les permutations et combinaisons, 
dont un certain nomblMae choses peut être susceptible, ce qui serait 
souvent impraticable; mais d'en calculer le nombre total, pour 
chaque espèce. 

290. Arrangemens. Considérons d'abord les arrangemens, et 
proposons-nous, en premier lieu, de trouver U nombre A^ de tous 
les arrangemens différons que Von peut former avec m lettres, 
frises n d n. Soient A^ et A^ , , les nombres respectifs de tous les 
arrangemens différens de m lettres, placées vkvei v-^'l kv-^-l. 
Si Ton prend un arrangement de v lettres, et qu'on écrive k sa droite, 
successivement chacune de m — v lettres restantes, on formera m 



( 175 ) 

-—V arrangemens différens de v-j- 1 lettres : et ai l'on agit de même 
pour diaciin des A^ arrangemens difierens de v lettres, chaqae fois 
on aura m — v arrangemens difierens de t; -f* 1 lettres, et en tout 
(m — v)Af;* Non*sealement tons ees arrangemens difilb^nt les ons 
des autres; mais de pins, on n'en saurait fcnrmer d'autres avec les 
fit lettres proposées , prises t;-}-l à2;-f-l;carsiun arrangement 
tel que defy ... ck, n'était pas encore formé, il faudrait qu'on eût 
oublié d'écrire la lettre A à la droite de l'arrangement defg ... c de 
V lettres ; ce qui est contre l'hypothèse : et si l'arrangement defg 
. . . cA se trouYait deux fois parmi tous ceux obtenus, on aurait écrit 
deux fois successives la lettre k à c6té de de/g ... c; ce qui est en- 
eore contre l'hypothèse. Donc réellement (m — v) A^ est le Nombre 
A^ , , de tous les arrangemens difierens que l'on peut former avec 
m lettres, placées v-j- 1 à v-f- 1? a^ii^i on a 

Av+. = («» — ^)V 
Prenant successivement 2;=: 1, 2, 3, 4, A,, = wt ( m « — 1 ), 
... , n — 1, en observant que m lettres, A^zz:(^m — 2)A^, 
prises 1 à 1 , donnent m arrangemens A « = ( m — 3 ) A^ , 
difi'érens, d'où A,=r:m; puis multipliant A^ = ( m — 4 ) A. , 

entre elles les n — 1 équations résul- • 

tantes , et supprimant les facteurs oom- A„ rr (m — ft -i- 1) A,^ j. 
muns aux deux membres, on trouvera 

A„ = m(m — l)(m — 2)(m — 3) ...(m — n + l). 

Ainsi le nombre de tous Ut arrangemens diffhens que Von peut 
former avec m choses, en les plaçant n d n^ est égal au nombre 
m multiplié par le produit de tous lesn — 1 nombres entiers im- 
médiatement inférieurs à m. D'après cela, les nombres de tous les 
arrangemens difierens de m lettres, prises 2à2,3à3,4à4, etc., 
sont respectivement : 

nt(m— 1), m(m— l)(m— 1), i«(m— l)(m-;2)(m— 3), etc. 

291. Désonnais pour abréger, nous représenterons par [mPn] 
le nombre de toutes les permutations difierentes de m choses , prises 
n à ») et nous aurons 

[»iPn]:=m(ne—"l)(i»— 2) ...(•« — n+1). 

Cela posé, parmi tous les arrangemens de m lettres, n à n> 
fuel est le nombre x de tous eeus gui commencent par n' de m' 
lettres désignées? 

' Pour ayoir ce nombre, il suffit d'observer quç si à la droite de 
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chacun des arrangemeiis des né lettres désignées, prises n^à n', on 
place snocessiTement chacun des arrangemens des m •— m' autres 
lettres, n — n' hiU^^-v!^ on aura éyidemment tous les arrangemeni. 
demandés ; leur nombre est donc 

a: = [mTn']X[(m — jn')P(n — n')]. 

Par exemple, sur 840 arrangemens de 7 lettres a^h^Cyd, e,fjgy 
prises 4 à 4 , il en est 72 qui commencent par 2 des 3 lettres a, b^ e. 

292. Quel est le nombre y de tous les arrangemens éUffêrenê 
de m lettres, n à tlj dans lesquels n' lettres désignées seront 
ensemble ? 

> Regardant les n' lettres désignées comme n'en formant qu'une 
seule, lorsqu'elles sont ensemble, il y aura [(m — n'+l)P (n — n'jj 
arrangemens différens composés chacun de n lettres et dans chacun 
desquels les n' lettres désignées formeront un même assemblage. 
Permutant entre elles ces n' lettres, chacun des arrangemens pré-* 
cédens en fournira [nTn'] , où les n' lettres désignées seront en- 
semble, mais arrangées différemment de l'un à l'autre. Ainsi on a, 
pour le nombre ^demandé, 

^ = [nTn'][(m — n'+l)P(n — «')]. 

par exemple, sur 840 arrangemens de 7 lettres 4 à 4, il en est 30 
où les 3 lettres a, &, c, sont ensemble^ et seulement 24 où les 4 
lettres a, 6, c, <2, sont voisines. 

293. Six personnes doivent se ranger autour Xune table, dont 
les places seront tirées au sort. JDeux amis A et B^ qui se troU" 
vent parmi les convives, seraient bien aises &étre Vun à côté de 
Vautre, Combien y a-fil de chances pour que cela ait lieu ? 

n y a d'abord [2P2] [5P5] ou 240 arrangemens possibles, conte- 
nant AB ou BA. Mais A et B sont encore voisins, lorsque A occupe 
la l**" place et B la G™*', ou réciproquement; ce qui donne chaque 
fois 24 arrangemens, pour les 4 autres personnes. Ainsi le nombre 
de tous les arrangemens où A et B peuvent être l'un à côté de l'au- 
tre, est 288 : c'est le nombre de chances demandées. 

£t comme le nombre de tous les arrangemens possibles de 6 per- 
sonnes, placées 6 à 6, est 720, on voit qu'il y en aura 720 -—288, 
ou 432, dans lesquels les deux amis seront séparés. On peut donc 
prier 288 contre 432, ou 2 contre 3, que A et B seront l'un k 
côté de l'autre. 

S'il y avait 14 personnes, dont trois amis A, B, C, il y aurait à 
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parier 2d contre 1, que les trois amis ne seront pas voisins ^ et 1 
contre 84 qne B sera entre A et C. 

294* On a m pelotons de chacun n soldats^ qu'on veut faire marèher 
les uns à la suite tUs autres» De combien de manières âJfférentes peut^n 
disposer les pelotons et leurs soldats? 

Chaque disposition aura m rangées de front, composées chacune des 
n soldats du peloton qui la forme. Considérons Tune quelconque de cqs 
dispositions, et permutons entre eux les n soldats de la première rangée ; 
nous aurons ainsi [nP/i^ dispositions différentes. Et si dans chacune de 
celles-ci, on permute entre eux, les n soldats de la seconde rangée, on 
aura chaque fois [nPnj dispositions différentes, et en tout [nPn3'. Ces 
dispositions en fournissent [nPn3^i par la permutation des soldats des 
troisièmes rangées. Continuant ainsi, on Terra que [nP/i^"^ est le nombre 
de toutes les dispositions différentes, lorsque tous les soldats dWe même 
rangée sont respectivement les mêmes , mais placés différemment. Donc 
si, dans chacune de ces dernières dispositions, on permute entre elles les 
m rangées, il en résultera, pour le nombre x de toutes les dispositions 
différentes , que peuvent fournir les m pelotons proposés, 

X = [mPiîi] [«P/»]"». 

Par exemple, si Ton a 4 pelotons de chacun 3 soldats, on aura x = 
3iio4; et s^il y avait 3 pelotons de chacun 4 soldats, il viendrait xzzz 
83944* Pour a pelotons de a soldats chacun, x =z 8. 

Si Ton désignait un soldat dans chaque peloton, et qu^où voulût qne 
les m soldats ainsi désignés, se trouvassent dans une même colonne de 
file, lorsqu^on dispose au hasard .les m pelotons et les soldats dans cfaa-* 
cnn; le rapport du nombre de toutes les chances possibles à celui des 
chances £sivorables, se réduirait à n^'^^, 

295. Combinaisons. Cherchons maintenant quel est le nombre 
m^ de toutes les combinaisons différentes que Von peut former 
avec m lettres j en les plaçant n à n? Il est clair que si dans chaque 
combinaison de n lettres, on arrange ces lettres n à n, on aura^ 
d'après ce qui précède (290), n(n — 1)...3.2.1 arrangemens 
difFérens, pour chaque combinaison; donc pour les m^ combinai-r 
sons y on aura 1.2.3 ... (n — l)7{m„ arrangemens. Or, puisque 
. toutes les m^ combinaisons di£fîèrent au moins d'une lettre, le même 
arrangement n'est pas répété dans tous ceux qu'on vient de former : 
de plus^ on ne saurait en former d'autres. Car chaque nouvel arran- 
gement ne pourrait contenir que n des m lettres proposées , il se 
trouverait donc avoir précisément les mêmes lettres que l'une des 
7n^ combinaisons, et serait par conséquent l'im des arrangemens 
fournis par cette combinaison. D'où il suit que le nombre de tous 
les arrangemens difierens que l'on peut former avec m lettres^ prisesi 
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n à 9f; est 1 .2.S ••• (n— l)nm„ : et puisque ce nomlire est aussi, 

comme on l'a TU (290)^ ni(m — l)(m — 2) ... (m — n-f- 1), 

il en résulte 

i»(m — i)(m — a) ... (m — « + i) 

'* 1.2.3 ...n 

Ainsi y ^0tfr avoi^ le nombre de toutee le$ eomhinaUme diffé'- 
rente» que Ton peut former avec m chosee, prise» n â n^ il faut 
multiplier le nombre m par le produit de tous lesn — 1 nombres 
entiers immédiatement inférieurs à m, puis dwiser le résultat 
par le produit de tous Us nombres entiers, depuis 1 Jusqv^à n, 
tnclusivement. 

D'après cette règle ^ les nombres de combinaisons différentes 
(sommes, produits, etc.), qu'on peut former arec m lettres, prises 
2à2, 3à3,4à4, etc., c'est-à-dire, m,, m,, m,, etc., sont : 

m(m — i) m(iiï — i)(m — a) m(m — i)(/n — a) (/w — 3) 

Ti * TTÏTs ' i.a.3.4 »®*^- 

296. n est bon de remarquer que m^zzm,,^^, c'est4-dire que 
les nombres de combinaisons de m lettres, prises nànetin-*-nà 
9n^— n, sont ^aux entre eux. En effet ^ les expressions de ces nom- 
bres soi^t respectivement 

m(TO — i)...(m: — '» + !) . »»(»» — 1) (m — a) ... (/i-|-i) 

^ > ■ et ■ ■ > ■ 1^ 

i.a...n i.a.3 ... (m — n) 

Réduisant ces deux fractions au même dénominateur, en multi- 
pliant les deux termes de cbàcune par le dénominateur de l'autre, 
les deux nouTeaux numérateurs seront chacun le produit des nom- 
bres naturels 1.2. 3. 4. «.m, et seront les mêmes, ainsi que les 
deux nouvelles fractions : donc les deux fractions proposées sont 
égales, et on a ?»„ = >«^_^, c'est-à-dire que m lettres, prises n 
à n, donnent le même nombre de combinaisons que ces m lettres, 
prises m — n à m— n. 

Ce principe sert à rendre plus faciles les calculs des nombres de 
combinaisons } ainsi pour trouver le nombre de combinaisons de 
20 lettres 17 à 17, il suffira de chercher celui de 20 lettres 3 à 3, 
nombre qui est le même que l'autre, mais qui s'obtient beaucoup 
plus simplement : on aura donc 1140, pour le nombre demandé. 

Diaprés les exprfssioiu de m^^ et mn^,, il est clair que injy^,=:; 
■ «m^. Ce qui montre comment on passe au nombre de combinai- 
sons dt m choses, n à /i, à celai de ces m choses, n -f; 1 à n -f- 1. En 



( 177 ) 

entre, on troaye, par la décomposition en acteurs, que m^^^^ -|- m^^sf 
(m + i};i', d^où, en ayant égard au principe précédent, on déduirait, 
avec d^autres lettres, la seconde formule du n^276. Et si Ton veut savoir 
quel est le nombre x de choses , qu^il faut combiner iài,aàa,3à3 
et 4 À 4 1 pour que la somme des combinaisons paires^ surpasse de 4 celle 
des combinaisons impaires? On aura x = 6. 

297. De ce que m^ = wi^-n (296) , il s'ensuit que m^ = m^ 
^ m(m — i) 

= 5 f ^^' *^ "" " ^^^ V^^ '^ nombres de combi- 

naisons de m choses, prises depuis o à o jusqu'à m à m^ forment 
une suite de m-)- 1 termes, dont les extrêmes sont égaux à l'unité 
chacun, et dont les termes, également distàns des extrêmes, sont 
égaux entre eux. De plus, cette suite est croissante, tant que le 
dernier facteur de chaque terme est plus grand que l'unité^ ensuite 
elle devient décroissante, puisque les termes à égales distances des 
extrêmes, sont égaux entre eux. Cette suite croit donc jusqu'au 
tenne du milieu, si m -)- 1 est impair, c'est-à-dire si m est pair, et 
jusqu'aux deux termes du milieu, si m -f- 1 est pair, c'est4*dire si 
fn est impair : en sorte que le terme du milieu, dans le premier cas, 
et les deux termes du mOieu, dans le second, sont les plus graucb 
de tous. C'est d'ailleurs ce qu'on vérifie, en prenant m ==8 et nt 
r=: 9 ; car alors les nombres de combinaisons depuis o à o jusqu'à 
8 à 8 ou 9 à 9, formeront ces deux suites : * 

1, 8, 28, 56, 70, 56, 28, 8, 1 et 1, 9, 36, 84, 126, 126, 84, 36, 9, 1 . 

298. Parmi les m lettres proposées, on peut en désigner m', et 
chercher le nombre x de combinaisons n k n, dont chacune ren- 
ferme précisément n' des lettres désignées. 

Pour abréger, représentons par [mCn] le nombre de toutes les 
combinaisons de m lettres, n kn. Cela posé, on observe que cha* 
eune des combinaisons cherchées contient n lettres , dont n' sont 
prises parmi les m' lettres désignées et les n — n' autres parmi les 
ff» — m' non désignées. Opérant donc tontes les jr combinaisons 
des m[ lettres, n' à n', et les z combinaisons des m — m' lettres , 
n — n' à « — n'j on aura 

j- = [îîi'Cn'] et « = [(m — m') C (« — «')]. 

A la droite de chacune des combinaisons de tnf lettres y nf k t^'f 
écrivons chacune des combinaisons de m — m' lettres , n — n' à 
» -* n'; alors, comme chaque combinaison de m' lettres, n' à n', 
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en fournira x, natif contenant chacune n' lettres désignées; lesj* 
combinaisons, n' k n!, en fourniront j-^, nkny contenant chacune 
n' des m! lettres désignées. Toutes ces combinaisons difDhrent évi- 
demment, et on ne saurait en trouver d'autres de n lettres, conte- 
nant chacune n' des lettres désignées : car chaque nouvelle combi- 
naison de cette espèce, qu'on voudrait former, devant contenir n' 
des tnf lettres désignées, serait la combinaison de n lettres fournie 
par la combinaison de ces n! lettres. Ainsi on a xzzijrzy 

ou a?:::^ [WCw'] X [(w — iii')C(n — w')]. 

Celte formule résout les cinq problèmes particuliers que voici : 

1** Dans combien de combinaisons entre la lettre af Alors m'zzn'zzt 
et X z=: [(m — i) G (/x — i)]. Par exemple, lo lettres se combinent 4^4 
^e aïo façons, dont 84 contiennent a, 

a° Combien de combinaisons contiennent a sans b et b sans a.^ m'iz:^, 
n'zr i et X zn a X [('» — 2) C (n — 1)]. Des 210 combinaisons de 10 
lettres 4i4iil^^^^^^^ ^i contiennent a sans 3 et 5 sans a» 

3° Combien y a-t-il de combinaisons renfermant zeth ensemble? rrf 
zi: n'n a et xrz [(/» — a) C (« — a)3. Dans notre exemple, il y a a8 
<combinai8ons contenant a tlb* 

4° Combien y a-t-'û de combinaisons ne contenant ni a ni hf m^^a 
«et n'rzo^ d'où xr=:[(m-— 3}Gn3« Il y a 70 combinaisons de 10 lettres 
4 à 4) sans amb, 

5° Sur les combinaisons de m lettres n à n, combien jr en a-t-il gui 
<€ontiennent deux des trois lettres a, b, c ? Dans ce cajS , m'zz 3 , n'm 2 
«tx=z3-^(OT — 3)C(« — a)]. 

299* CoHBiHAisoHs AVEC xÉrÉTiTiovs. Jusqu^à présent on même objet 
ii''est entré qu^une fois dans chacune des permutations ou combinaisons 
•qui le contiennent. Mais il importe de considérer aussi les arrangemens et 
combinaisons, avec répétitions d\x même objet. D^abord, soient A^et A^ , ^ 
les nombres respectif de tous les arrangemens difiérens que Ton peut 
former avec m lettres, en les disposant v à v et v -4*1 à v+i, une même 
lettre pouvant entrer plusieurs fois , et même i; ou v + 1 fois, dans un 
même arrangement. Si à côté de chacun des' A^ arrangemens de v let- 
tres, on écrit successivement chacune des m lettres proposées, on verra, 
«n raisonnant comme plus haut (290) ) que 

A^^^ = wA^; d'où A„=:wi". 

Tel est le nombre de tous les arrangemens différens, avec répétitions, de 
jit choses disposées n k n. 

Ainsi, les 9 chiffres significatif, écrits 4^4» donnent 9^ ou 656i 
•nombres différens. De même, comme la somme des arrangemens arec 
«épctitioas, de m objets 1 à 1, a à a, 3 à 3, ..., n à n, est 

^it + m* + « +*»*-|-'î»", «u {fii.*-^l); 
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on voit qn^ayec 5 chiffres significatifs, écrits lài, aà3,3à3et4à4i 
on peut former 780 nombres diffërcns. 

300* Maintenant, cherchons le nomhre de toutes les combinaisons 
différente» que Von peutformer auec m objets a, b, c, <2, etc., pris n à n , 
un même objet pouvant entrer plusieurs J'ois et même njbis dans une 
combinaison» Soient R^ et R^ • ^ les nombres respectif de toutes les 
combinaisons avec répétitions, des m lettres proposées a, 6, c, <2, etc., 
prises v à v et v «{-i à v +1 . Je dis d^abord que les combinaisons v+i 
à v-^-i, qui contiennent la lettre a, sont au nombre de R^. Car si dans 
chacune de ces combinaisons, on supprime i^ie fois a, il restera toutes 
les combinaisons vkv indépendantes de a , puis toutes celles vkv où a 
sera 1 fois, a fois, 3 fois, ..., v fois; on aura donc ainsi toutes les com- 
binaisons, avec répétitions, des m lettres proposées, prises v à v, et dont 
k nombre est représenté par R^. 

Actuellement, si dans chacune des R^ combinaisons v-f-i à v-f-i , où 
a se trouve, on remplace cette lettre successivement par chacune des m 
— 1 autres^, c, d^ etc., on aura évidemment (m — 1) R^ combinaisons, 
avec répétitions, des m lettres prises t;-|-i à v-f-i, et dans lesquelles 
a ne se trouvera pas. Or, il est aisé de voir que par ce procédé, cha-^ 
cune des combinaisons indépendantes de a aura été formée v>|-i fois. 
Considérons , en efiét, Tune quelconque de ces combinaisons , telle que 
Ve^i' etc. , dans laqueUe ^ H-^-f-r -|- etc. = v -|- 1 , et où Texposant 
p indique que b entre p fois dans cette combinaison, et ainsi des autres 
czposans. Il est évident que IPc^éT etc. aura été formée par les change- 
mens successifs, 1° de a en ^ dans les p combinabons 

o^c^iT eic. , aP-' bcif etc. , aP-^h^c'IdS^ c/c. , . . . , aW"' <?'/<?" etc. ; 

s^ de a en c dans les q combinaisons 

aUPÏetCy a'I-^bPS' etc.y a^i-^'c^PâT etc., .,., ac^-'bP^ elc; 

3° de a en £2 dans les r combinaisons 

ifbPclelç,, a'"''d6Pc1elc.y a''-^d'bPc'^ eic, .,,, aér'-'bPc'f etc.; 

et ainsi de suite* La combinaison bPc^a etc. , sera donc répétée p-\-(f 
•^- r-f- etc. fois, ou v -|- 1 fois ; et il est clair quUl en sera de même de 
chacune des autres combinaiso1\s v -|- 1 à t; -|- 1, indépendantes de a. 
Donc , puisque le nombre de toutes les combinaisons sans a , que nous 
avons formées, est (m — 1) R^,, et que chacune d^ elles est répétée v-j-i 
fois, il s^ensuit que le nombre de toutes }es combinaisons réellement dif- 
férentes de m lettres prises ly-^-i kv-^-iy qui ne contiennent pas a^ est 



m — i 



seulement ■ . ' R^,. Et comme le nombre de toutes celles où a se trouve. 



est R,;, il en ré$ulte 



Prenant successivement v=;i, 3, 3, 4) •••) n — i, puis multipliant entre 
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elles les ^galUes qui en proviennent, supprimant les facteurs communs 
«ux deux membres de la nouvelle équation, et observant que R^:=m, il 

^«"^^ ^ m(m + i)(m + a)...(m + /» — i) 

Dans ce nombre de toutes les combinaisons, avec répétitions, de m choses 
]>lacées n à n, on peut avoir m =11, m^n ou m^/i. On voit d^ailleurs 
que m objets combinés it à n, avec répétitions, donnent le même nombre 
de résuluts que m-f-n— 'i objets combinés n à n, sans répétitions (295)* 

301* Raisonnant comme plus baut (296), on verra que les combinai^ 
sons de m choses n <i n , at^ee répétitions^ sont en même nombre que les 
combinaisons^ awec répétitions^ £2e n-f-i choses^ prises m — 1 à m — 1. 
Par.«xemple, 10 lettres combinées 4^4) ^^^ répétitions, donnent 71.5 
résultats, comme 5 lettres gag. 

On trouve aussi que le nombre de choses qu^il faut combiner 4 ^ 4t 
avec répétitions, pour avoir 35 résultats, est 4* 

Soit R'^ la valeur inverse de^R^, c^^est-à-dire 1 1 R^*, il est clair, d'au- 
près les dernières formules du n° 276, qu^on aura 

B'. + R'. + R', + - + R'»= ;—.[» -(« + R'J- 

"Et comme il est facSe^e voir que — ! — R„*î=*£(m-|-'»)"C«] , Il «n 

résulte que la somme de tous les nombres de combinaisons avec répéti- 
tions de m choses^ prises depuis i à \jus<ju^à n à n, contient une tmite 
de moins que le nombre de combinaisons sans répétitions <^ m -}- n 
choses^ n <i n. Ainsi 5 lettres combinées avec répétitions , depuis 1 à 1 
jusqu^à 4 à 4) ou 4 lettres depuis 1 à ir jusqu^à 5 à 5, donnent ia5 ré- 
sultats. 

Il est olair aussi que m choses, combinées avec répétitions, depuis nïn 
jusqu'^à y à ^, donnent \Jijn'\-p) Qp'\ — [('"H''*) ^"3 f^^ol^^* De sprte 
que 5 lettres prises depuis 4^4 jusqu^à 6 à' 6, fournissent 4'63 — ia6 ou 
336 combinaisons. 

302* AppLiGATioirs AUX PROBABILITÉS. On appelle probabilité d^un 
iSvénement, le rapport du nombre de chances qui peuvent Pamener au 
nombre de toutes les chances également possibles. Par exemple, avec 
deux dés jetés au liasard , et dont les faces portent les numéros 1 , a , 3 , 
4i 5 et 6, on veut amener 5 et a : conmie cliaque numéro de Pun peut 
se combiner avec chacun des numéros de Pautre, il est clair qu^il y a 36 
chances également possibles, dont deux seulement sont favorables à Pévé- 
Jiement, savoir a et 5, et 5 et a ; la probabilité est donc ^ ou i^* Ainsi il 
y aurait à parier 1 contre 17., qu^en jetant les deux dés, il viendra 5 et a. 

Si la probabilité est i, toutes les chances également possibles seront 
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faTorables , et il y aara certitude que révenement arriTera. Si la proba-^ 
bilité est I , il j aura incertitude^ c^e8t-<à-dire qu^oa pourra parier indiffë- 
remment pour ou contre rëyénemeiit. Enfin , suivant que la probabilité 
est ^ on ^ ^, Tëv^nement est vraisemtlàble ou int/raisemblable. 

Le calcul des probabilités, par le nombre et Timportance de ses appli- 
cations, a été Pobjet de plusieurs traités spéciaux, tels que ceux de MM^ 
QuETELET, Lacroix, Laplace, etc. Ce calcul, partie essentielle des. 
sciences d^observalion , est un complément nécessaire aux études philo» 
sopbiques, et finira sans doute par être introduit dans renseignement; 
Mais ïa nature de cet ouvrage ne nous permet que de traiter quelque» 
questions élémentaires, dépendantes des arrangemens et des combinaf- 
sons, propres à donner une idée de ce genre de calcul et à servir dVxer» 
cice aux élèves studieux. 

303* Dans un jeu de 5a cartes^ contenant i3 cœurs ^ on tire 3 cartes 
au hasard f quelle est la probabilité que ces 3 cartes seront des cœurs f 

Le nombre de chances également pos^les est [^SaCSQou aaioo^ efc 
diaprés le n° 298, le nombre de chances favorables à Ta^iénement, est 
[i3C3],[(5a — i3).C(3 — 3)3 ou [i3^C33.ou enfin a86. Ainsi, puisqvie 
•ur aaioo chances également possibles,, il s''en trouve a86 favorables à 
révenement, la probabilité demandée est âHoô. ^u environ ^* 

304« La roue de la loterie contient go numéros^ dont on tire 5 : un 
joueur a pris ao numéros ; quelle probabilité y a-t-U qu'il sortira au 
moins un des numéros qu'il a choisis^ 

n soB^a au moins un des numéros choisis., dès quH^en sorCtra i ou 
a on 3 ou 4 on 5 d^entre eux. Ainsi le nombre des chances favorables , 
. pour qu^il sorte au moins r des ao numéros choisis, est la somme des 
chances pour qu^il en sorte précisément i, a, 3, 4, 5; la probabilité 
demandée est donc la somme des probabilités pour qu'ail sor4e précisé- 
ment 1-, a> 3, 4) 5 dus ao numéros désignés. Or, à cause de [gp C53 =» 
43949368 =;= N I ces probabilités, sont respectivement 

[aoCi3 [70C43 : N = o,4i7av 

[ao Ca3 [70 C33 : N = 0^367 v 

f ao C33 [70 Ga3 : N =z o,o6a6 ;: 

[aoC43 [70G1J : N =0,0077 V 

[aoC53 [70 C03 : N = o,ooo3.. 
Ainsi, pour qu^l sorte au moins un des ao numéros, la probabilité- esr 
0/7a45, somme des cinq qu^on- vient de calculer. 

On verrait de même que pour qu^il sorte au moins a des ao numéros,. 
l'a probabilité est 0,3073, somme des quatre dernières probabilités précé- 
dentes. Enfin , pour quHl ne sorte aucun des ao numéros , la probabilité- 
1 — 0,7345 ou 0,2755-, valeur de [aoCo3 [70C53 I N. 
' 306* On- dispose au has€wd mn soldats pour les faire marcher sur a 
de front et m deJ3e{ quelle probabilité y a^t-il que n soldats désignés^ 
formeront Vune des rangées? 
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Puisque dans chaque disposition ^ il y a toujours les mn soldats, il est 
évident que [mnPm/iJ est le nombre de toutes les chances possibles. 
Pour trouver le nombre de toutes les chances favorables, considérons 
une disposition, où les n soldats désignes forment la première rangée de 
front : si nous arrangeons de toutes les manières possibles les mn — n au- 
tres soldats, nous aurons [(mn — n)V(mn — n)"] dispositions différentes, 
où les n soldats désignés formeront la première rangée : permutant entre 
eux ces n soldats, dans chaque disposition, puis faisant occuper à cette 
rangée successivement les m places , dans chacune des dispositions noa- 
velles^ il est clair que le nombre de toutes les dispositions différentes, 
où les n soldats désignés, formeront une rangée, sera 

m [/»P«3 [('»» — ii)P(jw» — «)]• 

Cest le nombre de toutes les chances favorables à Tévénement : ainsi Ul 
probabilité demandée p^ est 

;cirzm[/iPn] [(m/i — n)P(/im — /»)3 ! [m/iPmn]. 

Par exemple, pour 4 soldats, placés sur 2 de front et a de file, on a 
^ = 8 ; a4=^ Jî comme il est aisé de le vériGer directement. Pour 6 sol- 
dats, disposés sur a de front et 3 de file, il vient p'=z i44 l 720 = 3» 
Pour la soldats, sur 3 de front et 4 de file, on a p = j^- Enfin, si m 
soldats désignés devaient former une colonne de file , on aurait p =: 
w [m P m3 [(wrt -^ m) P (mn — m)] * [mn P mn"] , 

306* Voici encore quatre problèmes sur les probabilités : 

I« Un joueur de piquet a reçu la cartes, dW il conclut que parmi 
les ao autres, il y a 7 cœurs : s^il reçoit encore 5 cartes, quelle probabi- 
lité y a-t-il que 3 de ces cartes seront des cœurs ? Rép. [(30-— 73 C (5 
— 3)3 [7 C 33 : [ao C 5}=^, environ. 

II. Cinq joueurs reçoivent chacun 3 cartes d^un jeu qui en contient 
3a. La couleur de la 16"^, posée sur la table, est à tout\ quelle est la 
probabilité que le joueur A ne recevra qu^un seul à tout? Rép. [a4C a3 
[,Ci]:[3iC3]. 

III. Une urne contient 3o boules, dont la rouges, 10 bleues et 8 
blanches : on veut en tirer g ; quelle est la probabilité que sur ces 9 
boules, il y en aura 4 rouges, 3 bleues et a blanches? Rép. [iaC43 
[ioC3][8Ca]:[3oC9]. 

IV. On a 5 pelotons de chacun 6 soldats, que Ton veut faire marcher 
les uns à la suite des autres, les soldats dW même peloton étant rangés 
au hasard , ainsi que les pelotons ; quelle probabilité y a-t-il que des sol- 
dats désignés , savoir a dans le second peloton , 3 dans le 3*, 4 dans le 
4* et 5 dans le 5*, resteront ensemble dans le peloton qui 1rs renferme , 
les soldats désignés pouvant être permutés entre eux dans un même 
peloton r Rép. [a P a3» [3 P 33* [4 P 43^ [5 P 53' [6 P 63 : [6 P 63^ 
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De la Formule du Binôme. 

307. Loi des pROsriTS. La théorie des combinaisons concliiît à' 
une loi très-importante, suivant laquelle se forment les produits de- 
plusieurs binômes, dont le premier terme est commun. Pour dëcou- 
yrir cette loi, multiplions d'abord entre eux les binômes x-)-a, 
X-\-h^ ar-f-c, x^dy etc.; nous aurons, en réunissant en un seut 
tous les multiplicateurs d'une même puissance de x, 

(a: -f- a) (ar -4- i) = X* + (a + ^ H" ^^ > 

(x+a) {x^V) (x-fc) (x+d) = xH (a+*+c+d) x^ + (ai+ 
ae'\'ad^bc'\-hd'\'ed)x^ + {ahc'\-ahd-\'aod-\-hed)x'\-abcd. 

Sans continuer plus loin ces produits, on peut déjà reconnaître 
la loi de leur formation ; et en général, on voit que 

Si Ton multiplie entre eux m hinomes, ayant tous le même- 
premier terme jl, et qyton rêunisee en un seul lee multiplicateurs- 
éPune même puissance de Xj on obtiendra un produit de m-^-l 
fermes, dans lesquels les exposons de x iront eu diminuant suc- 
cessivement ^une unité y à partir du premier y où cet exposant 
sera le nombre m de binômes, jusqu* au dernier terme, où il sera 
o. ZtO coejîcient du premier terme sera funiti; celui du second^ 
la somme p^ des m seconds termes des binômes; celui du troi- 
êihne, la somme p^ de tous les prodaiis des m seconds termes^, 
combinés 2 â 2; celui du quatrième, la somme pj de tous les^ 
produits des m seconds termes, combinés 3 à 3; celui du (n-^l)% 
la somme p^ de tous les produits des m seconds termes, combinés 
n an; et enfin, le coejjicient du dernier terme, sera le produit 
Pn des m secojids termes. De sorte qu'on aura , pour lé produit 
effeclué des m binoBies proposés. 



Multipliant,. en effet, ee produit par un nouv-eau facteur x-^-hy 
en obtiendra 



+ •••+(?»+ ¥«-J^^"*' + --h ¥ 



m' 



Ce nouYcau produit ayant »t-{-l facteurs binômes a:-t~^; •^'f' ^> 
X'\'Cj ..., x-f-^j X'\-hy on voit que les exposans dé x suivent 
la loi âioncée ;, et il çn est de même des coeHicicns. D'abord celui 
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du premier terme est runité ; celui du second ^ la somme jp^-(" ^ ^®* 
m -f- 1 seconds fermes des binômes; celui du troisième, la somme 
P9 "^ ^Pt des m -)- 1 seconds termes , combines 2 à 2 , car Ap^ est 
la somme de tous les produits 2 à 2, où A se trouTc, et p^ celle de 
tous les produits 2 à 2, où A n'entre pas. En général, le coefficient 
du (n -f- 1)« terme est la somme |?„ + ^Pn^ 1 ^^ *°^* ^®* produits 
des m -f- 1 seconds termes, combinés nkn, Coûcp^^^ étant la somme 
de tous les produits des m premiers seconds termes, combinés n — 1 
à n — 1, hpf^^^ sera la somme de tous les produits des in-{-l seconds 
termes, combinés n à n, où A se trouve : déjà /i„ est la somme de 
tous les produits n à n, où A n'entre pas ; donc p^ -f- hp^^^ est la 
somme de tous les produits des m -}- 1 seconds termes, combinés 
nkn. Enfin, il est clair que hp^ est le produits des m-f-l seconds 
termes. 

On voit donc que si la loi énoncée, pour les exposans et les coef- • 
ficiens de x, est vraie dans un produit de m binômes, elle sera vraie 
aussi pour un produit de m -f* 1 binômes. Or, cette loi est vérifiée 
pour un produit de 4 binômes ; elle aura donc lieu aussi pour un 
produit de 5 binômes, puis pour un produit de 6, de 7, et en gé- 
néral de m binômes, 

308. FoBHVLE DU BiifOME. De là résulte immédiatement la for- 
mule pour calculer aisément la puissance mième d'un binôme. En 
effet, supposons les m binômes égaux entre eux et à j; -{- a; leur 
produit sera donc le développement de (jr-}" a)"*. De plus, m^ 
désignant le nombre de toutes les combinaisons de m lettres a, 
multipliées n à n, cbacune de ces combinaisons vaudra a'^, et on 
aura p^ = m^oJ^-y d'où p^zzima^ ^^ = w^»', Pi = »»3fl^ etc. 
Substituant ces valeurs, il viendra 

-J ym^Ji^^ + ... 4- a"^ ... (1). 

Substituant encore les valeurs de m^, ^3, ..., tn^j tirées du prin- 
cipe établi plus haut (296), il viendra enfin 

(x+a)'» = x^+fnflx"»-» +2L^!i=L)a»:c^-» + 



i.a 



1.2.3 *^ i.3.3...n 

' i.a.3 ... n(/t-|-i) ^ ' 

Cette formule, où l'on peut changer a en — a, est appelée le 
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èmûmê de Nêwimt, pour rappeler que ce grand gÀ>mèlre Ta fait 
eonnaitre le premier. Il n'en a pas donne de démonstration, mais 
il parait aYoir obtenu la faleor de {x-^aj^, par l'examen des Ta- 
leors de (x+a)*, (x+o) , (ar+a)*, etc. Cette manière de s'ëlerer 
anx loiê générales , par la considération de cas particuliers , am 
nomme tndueHon : eOe est la source de presque toutes les décou- 
▼ertes dans les sciences. Mais en faisant usage de cette méthode, il 
fiiut éviter de généraliser trop, promptement; car il arrive parfois 
qu'une loi qui se soutient dans un grand nombre de valeurs parti- 
culières, est démentie par les valeurs suivantes. Ainsi la méthode 
d'induction, quoiqn'excellente pour découvrir les vérités générales , 
ne doit pas dispenser de les démontrer avec rigueur. 

309. n est clair que la formule (A) a «it -]- 1 termes. De plus, 
d'après (1), le terme qui^en a n avant lui étant m^s^"^^ le 

terme suivant sera m- — ; — c'*"''*x''''"'*"*. D'où il est visible que 

pourfa99êr â^un terme quelconque de la valeur de {tl*\^ a)"*, à 
celui qui le euii immSdiaiementj il faut multiplier le coefficient 
du terme donné par fexfoeant de x dane ce terme ; dioieer le 
produit par le rang du même terme; puie eoùetraire 1 de Vexpo* 
eant de x et ajouter 1 à celui de sl : le réeultat sera le terme 
cherché» 

C'est dans cette loi que consiste principalement le binôme de 
Newton : elle sert à développer une puissance particulière, sans 
qu'on soit même obligé de recourir à la formule générale (A). Par 
exemple, si l'on veut trouver, d'après cette loi, le développement 
de (a -|- 6) , on formera d'abord les deux premiers termes a -}* 
6a ^, ce qui n'a aucune difficulté, d'après les deux premiers termes 
de la formule (A). Ensuite, on multipliera le coefficient 6 du second 
terme par l'exposant 5 de a dans ce terme, on divisera le produit 
30 par le rang 2 du même terme, on soustraira 1 de l'exposant 6 
de a et on ajoutera 1 à celui 1 de &, et viendra 15a^b* pour le 
troisième terme cherché. On aura de même le quatrième 20a h , 
et ainsi de suite : donc {a+hf=za^+6a^b + 16cV + 20a'4* 
+ 15a''b^+6ab^+b\ 

310. De là, et en observant d'ailleurs que dans le développe- 
ment (1) , les termes qui en ont n , l'un avant lui et l'autre après 
lui, sont respectivement m^oP'aP^"^ et »ï^_^a'"'"'*a/*, et que de 
plus m„ = ffR„^_^ (^6)> o^ c^ conclura que dane la valeur 
de (^x + ay^ylee coefficient en m des termes également distane 
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dei esfrémei, toni ègaïug entre eux. £t c'eat ce ^u'on démontre* 
rait Bans la théorie des combinaisons. En effet , les termes qui en 
ont n, l'an avant lui et l'autre après lui, sont respectivement de 
la forme Pa^o;'"-'' et P'a"'-''x'*. Or, il est clair que (x + a)'" 
reste le même lorsqu'on y change a: en a et a en :r ; donc son dé- 
veloppement doit aussi rester le même, dans les deux cas. Mais par 
ces changemens de x en a et de a en Xy le terme Va^a/"'"^ devient 
Pa''*"''*x'*, car P ne change pas, puisqu'il ne contient ni x ni a : 
donc puisque le développement est resté le m^e, il renfermait déjà 
le terme Pa'"'"'*^'*. Et comme il a d'ailleurs le terme P'a'""'*j;'* 
et qu'il ne peut avoir qu'un seul terme en a'"'*'*j:'*, il faut qu'on 
ait P' = P. Ce qu'il s'agissait de démontrer. 

Il suit de ce principe que pour avoir le développement de (a-f« 
Vf^, il suffira de calculer les coefficiens en m des termes de la pre- 
mière moitié; et ces coefficiens seront dans l'ordre inverse, ceux 
des termes de l'autre moitié. De cette manière, on trouvera aisé- 
ment les développemens de (a + 3)' et de (a -f- ft) . 

311. Si l'on veut avoir la puissance 5® du binôme 2a h — 3a^b*^ 
on posera d'abord 2a bznx et 3a*b^zizjr'y puis après avoir déve- 
loppe {x — j") , on substituera les valeurs de x et de^, qu'on 
élèvera aux puissances indiquées. De même, si l'on veut développer 
(a-^-b — c-\-d) , on prendra xzizb — c+J.etj^=:cf — cj puis 
dans le développement de (a+x) , on remplacera x par sa valeur 
5+^, qu'on élèvera aux puissances indiquées; et dans le nouveau 
développement, on remplacera ^ par sa valeur d — <?, dont on dé- 
veloppera les diverses puissances. On aura ainsi le développement 
cherché. C'est de cette manière qu'on peut développer une puissance 
entière d'un polynôme ; mais on voit que les calculs%eront d'autant 
plus longs, que le polynôme aura plus de termes et que l'exposant 
sera plus grand. 

3l2. £t pour savoir si on a calculé de cette manière tous les termes 
de la puissance n" d^un polynôme de m termes^ de la forme a -f- & -]' c 
^ ... ^ A: ; on observera que ce polynôme étant homogène et du premier 
degré, sa puissance n* sera aussi homogène et du degré /i; c^est-à-dire 
que tous les termes de cette puissance seront du degré n : donc chaque 
terme , abstraction faite des cocfEoiens en n , sera Tune des combinaisons, 
avec répétitions, des m lettres a, 5, c, ..«, k^ prises n à n. Ainsi le nom- 
bre T de termes du développement cherché, sera le même que le nombre 
de toutes les combinaisons , avec répétitions , de m choses n à /t ^ on aura 
donc(.%0) ' _ m(/n+i)(m + a)...(m + n — i) 

1 13.3 ••• n 
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Par exemple , pour (« -|- 3 -f- c ) * °, on aura T = 66. Pour {a -f- ^ — 
e-|-^)^) il viendra T=:84* Kéciproquement, on voit que la racine 6* 
d^un polynôme homogène de 84 termes, quand elle est possible, est un 
quadrinome. On voit aussi que si Ton savait trouver directement le nom- 
bre de termes du développement de la puissance n* du polynôme de m 
termes a-J-&-|-c-|-»«»-|-A:( problème facile à résoudre ) , on aurait le 
nombre de toutes les combinaisons, avec re'pëtitions, de m choses, nkn, 

. On sait (297) que dans le développement de (x -|- a)"*, le plus grand 
des coefBciens fonctions de m, est celui du milieu, si îp est pair, ou les 
deux dtt milieu, si m est impair. De plus, si dans la formule (1), on 
prend successivement x = i e(a=:i oua = -— i,on aura ces deux 
séries combinatoires : 

i+«. + :!L^:ZZ:i2-t- "'('"-')^"— ') + ... + «+x==a"', 

* ' 1.2 • i.a.3 ' ' 

+ m(m — i) m (m — i)(m — a) , 
— i ' i ^ 1- ...=+=m=4=l=0. 
1.3 i.a.3 ' 

313. La formule du binôme reçoit un grand nombre d^applications 
utiles; et Ton peut dire que cVst la plus importante des valeurs dcvclop- 
pe'es. On en déduit la démonstration du théorème que voici : 

Pour partager un nombre donne s en n parties^ dont la somme des 
puissances mièmes soit la moindre possible^ il faut prendre toutes ces 
parties égales entre elles. 

Soit p la plus petite somme des puissances mièmes des n parties de s ; 
soient x et^ deux quelconques de ces parties , a la somme des n — a an- 
tres et & la somme des puissances mièmes de ces dernières ; on aura 

Si les deux parties x et^ n^étaient pas égales et quW eut x ^y \ en 
posant x=v-|-a et^=:2; — «, d'où x-^^==: av, la somme des déve"- 
loppemens de,(a; -j- m)"* et (v — m)''* se réduirait à av'" -^-c^ c étant 
une quantité e^eutiellement positive *, il viendrait donc 

'u-\'V'\-ar=is et v^ ■\-'v^ '\-b-\-c'=zp ou v^-\-v^-\-b<^p. 

Ainsi p ne serait pas la moindre somme des puissances mièmes des n 
parties du nombre donné j ; ce qui est contre rhypothèse : donc X'zzzy, 
De sorte que pour le minimum de />, deux quelconques des n parties de s 
sont égales Tune à Tautre \ donc toutes ces parties sont égales entre elles. 

De là on tire un nouveau théorème sur les moyennes arithmétiques; car 
&i deux au moiûs des n nombres a, &, c, <£, ..., A;, dont la somme est 5, ne 
sont pas égaux , la somme de leurs puissances m ièmes sera plus grande 
que quand ils sont égaux chacun à la n^ partie ût s\ on aura donc 

a'"+i'^ + e'"+... + ^'">wQ)"*; d'où 

\ — n — ; < 



■ < 

n 
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Il résulte aaisî du théorème prëcëdent, que la tomme des raeineg 
T ièmes de n nombres variables étant donnée^ la somme de ces nombres 
est la moindre possible , lors^u^ils sont tous égaux entre eux. Donc si 
n nombres variables ne sont pas tous égaux entre eux, la racine riéoM 
de leur moyenne arithméticpie sera toujours plus grande que la moyenne 
arithmétique de leurs racines riémes. 

« 

Séries binorniales, exponentielles et logarithmiques, 

314. Usages ses séries. Les séries en général serrent à tronTer, 
soit les fonctions inconnues dont elles sont les déTcloppemens, soit 
les valeurs exactes ou approchées de ces fonctions^ lorsque celIesKÀ 
étant données y quant à leurs formes et aux nombres qui les com- 
posent, on veut les évaluer numériquement de la manière la plus 
simple. Mais daift ce dernier cas, il est nécessaire que la série soit 
wnvergente, c'est-À*dire telle, que plus on en prend de termes, plus 
leur somme approche d'une certaine valeur jEitte^ qui est l'expres- 
sion dont la série est le développement. 

JLe véritable earaeùre d^une êérie convergente, eet que le» quo^ 
tien» obtenue, en divisant chaque terme par celui qui le précède 
immédiatement, soient tous moindres que f unité (^ou du moine 
ceux qui suivent les u premiers), et aillent en diminuant, depuis 
le premier -^ 1 jusque au dernier. Alors, en effet, la somme èe 
tous les termes, en nombre infini, est évidemment moindre que si 
tous les quotiens étaient égaux au premier de tous ceux <^ 1 ; c'est- 
à-dire moindre que la somme des termes d'une progression géomé- 
trique décroissante à l'infini, sonmie qui est toujours un nombre 
fini (262). Ainsi une série convergente est nécessairement dSeroilh 
santé; mais une série décroissante n'est pas toujours convergente : 
telle est, par exemple, la série des inverses des nombres impairs^ 
dont la somme du nombre infini de termes, est infinie, comme 
renfermant l od dans son expression, tirée de la formule (D), ci*- 
après. 

Les algébristes appellent divergente, toute série dont les termes 
vont en augmentant^ parce que plus on prend de ces termes^ plus 
leur sovme diffère de la valeur numérique de l'expression qui a 
produit la série proposée. D'où l'on voit que les séries croissantes 
ne peuvent jamais servir à l'évaluation approchée des nombres qui 
les ont données, par leurs développemens. 

315. Une série décroissante peut avoir une valeur infinie* 
Telle est, par exemple, la série des inverses des nombres naturels, 
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qu'pn appelle. aussi iérU hamumique : cette série est décroisstntei 
et cependant on a 

l+l + i+i + i+â + i + etc., à l'infini, =00. 

En effet, imaginons que l'on groupe les termes de cette sërie, 

de manière que chaque groupe contienne toutes les fractions dont 

vies dénominateurs sont les nombres entiers consécutifs, depuis une 

jouissance de 2 e^tclusivement, jnsques et y compris la puissance 

de 2 immédiatement supérieure ; le n* de ces groupes sera 



Or, eliacune des 2"^ fractions qui composent ce groupe, est plus 

grande que la dernière, qui se réduit h -jfri ; donc le groupe lui- 

même est plus grand que '—^ ou que \. Mais la série harmonique 

contient autant de groupes que de puissances de 2, c'est-à-dire une 
infinité ; donc la somme de cette série est plus grande qu'une infi- 
nité de fois ^; elle a par conséquent une valeur infinie. 

316. Une série ne doit être employée aux évaluations numéri- 
ques, que quand ses termes vont en diminuant (314); mais dans 
ee cas même, il est nécessaire de s'assurer que la somme de tous 
les termes qui suivent celui auquel on s'arrête, n'influe pas sur la 
valeur obtenue. Or, $i Uê Umuê êont aliêmaiivement poiiiifê et 
nègaiifê, ëi vont en dùninuani, la êomme S de Unie Uê ierm»$ 
différera de la valeur S' dee u première, $une quantili moindre 
^ue 2» (u -|- l)ihme t. En effet, si / est positif; comme la série est 
décroissante, il est clair que la somme de tous les termes, à partir 
de /, sera positive, comme composée de différences positives; tandis 
que la somme de tous les termes qui suivent / sera négative, comme 
formée de différences négatives. On aura donc à la fois S ^ S' et 
S<:^ S'-4" ^i ^'^^ S=zS', à moins du terme t près. Si t est négatif, 
on verra de même que S < S' et S >► S' — /; d'où encore S = S', 
à moins de t près. 

Ainsi lorsque le terme / ne donnera pas de décimales de l'ordre 
auquel on s'arrête, on pourra négliger ce terme et tous les suivans : 
la valeur obtenue sera la véritable, à moins d'une unité décimale 
du dernier ordre conservé. 

317. Loreque toue Ue fermée de la série dScroieeanie eont 
pceiiife, en peui trouver la limite eupèrieure de la eomme S de 
toue ceus qui guipent celui auquel on-e'arréte, en comparant eee 
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Urmêê à eeus éPune progreêsion géométrique décr&isêantê, conti- 
nuée à f infini. Considérons, par exemple, la ^ërie 

• = 2 + î+,-f3 + JX4+5:X4:5 + "* + a.3.4 ...!.+ '**'• 

La loi des termes de cette série est évidente ; et il est aisé de voir 
que la somme S de tous les termes qui suivent le n^ ty donne 

Remplaçant dans les dénominateurs, n+2,n+3,n-|-4,..., par 
le facteur !!-{-• 1, les fractions deviendront plus grandes^ et on aura 

s<-^+r--^T5+7-"^x.+etc.; d'où s<-. 

Ainsi danê la série proposée, la somme de^tous les termes qui 
suivent le n^ i, est moindre que le quotient de ce terme par n. 

Si donc on veut calculer la valeur e de cette série, avec 10 
décimales exactes, on observera que k IS'^* terme est moindre 
que 0,0000000003, et qu'ainsi la somme de tous ceux qui le sui- 
vent est plus petite que 0,00000000003. Réduisant donc les 13 
premiers termes en dix-billionièmes, ce qui est facile, en prenant 
respectivement le tiers, le quart, le 6^^, ..., le 13°^^ des résultats 
successifs j la somme des 13 premiers termes donnera 

1^ = 2,7182818286. 

Et continuant les calculs jusqu'à 20 décimales, on trouverait 

e = 2,71828182845904523536. 

Nous avons vu en arithmétique, que ce nombre e est la base du 
système des logarithmes népériens, et que son logarithme ordinaire 

««t lez=: 0,43429448190325182765. 

Le nombre e es.t fréquemment employé dans Panalysc \ et son impor- 
tance a fait chercher sUl est rationnel. Or, supposons-le tel et représenté 

par la fraction irréductible — : en multipliant cette fraction et la série qui 

lui est égale par a. 3 «4 ••• {n — i) /», on aura 

a.3.4**« (n. — i)wt=2 2.3.4 •••»-{- 3.4 ••• n-|- 4-5 •••»-}- ••• 

- Tout ce qui suit 1 dans le second membre, est moindre que — ; le pro- 
duit a.3.4***(/t — i)Tn serait donc égal à un nombre fractionnaire; ce 
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qui est impossible, puisque les facteurs de ce produit sont des nonibres 
entiers. Le nombre e ne saurait donc être représenté par un nombre ni 
entier ni fractionnaire^ il est par consc'quent irrationnel. 

318. Maintenant que nous connaissons le parti que l'on peut 
tirer des développemens en séries, voyons comment on opère ces 
dëveloppemens. On a d'abord pour cela l'extraction des racines des 
quantités littérales, comme p/'(l -}- a), et surtout la division, qui 
fournit les fractions périodiques, les fractions continues, les pro- 
gressions géométriques, les séries récurrentes, etc. Mais de toutes 
les méthodes propres à développer les fonctions en séries, la plus 
générale, et souvent la plus simple, est celle des coejfficiens indé^ 
terminés : nous la ferons connaître après avoir établi la méthode 
Ae& fonctions semblables , qui fournit, de la manière la plus sim- 
ple, les séries binomiales. 

319. Fonctions semblables. La méthode àes fonctions sembla-- 
hles est basée sur la propriété que voici : si fa , fb 0/ f (a -}- b) sont 
trois fonctions semblables des variables ai, h et a-{~b, telles que la 
troisième fonction soit égale au produit des deux autres, et que 
chacune de ces fonctions se réduise à l^ unité, lorsque ^ eth sont 
nulles; je dis que pour toutes les valeurs imaginables de m. y on 
aura toujours (/a )'" =/( ma ) . . . ( 1 ). 

En elFet, par hypothèse, on a fa •fb =^f{a -]- i) ; si dans cette 
égalité on change b en b-^Cyû est clair, à cause àef(^b -)- c) = 
fb 'fcy par supposition, qu'on aura fa •fb *fc :=.f{a -]- ô + c). 
Changeant de même <? en e -}- <2, puis c^ en d[-{~ «, et ainsi de suite, 
dans les égalités successives, on verra, qu'en général, 

fd'fb'fc'fd'fe ••• n:y*(a + ft-f- c-f-d + « + •••). 

Si donc on suppose qu'il y ait m variables a, b, Cj d, e, ,.,, toutes 
égales srla première a, l'égahté précédente donnera la formule (1), 
qui est ainsi démontrée pour toutes les valeurs entières et positives 
de l'exposant m. 

Mais cette formule a lieu quel que soit m. D'abord , comme a est 
quelconque, on peut y remplacer a par — a, n et m étant entiers 
et positifs^ et alors, d'après ce qu'on vient de voir, on aura 

Ainsi la formule (1) est vraie pour toutes les valeurs rationnelles, 
et par suite irrationnelles (114), de l'exposant m. 
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Eniuité, si àans/a •/h =:/(a4- &)) ^^ change a et & en ma et 
-—ma, m étant quelconque positif , on anray(ma) •/*( — ma) = 
/{ma — ma) "rzfo. Mais par hypothèse, yb = 1 ; donc /(ma) • 
/(— ma) = 1 ; on bien, d'après le cas précédent, (yà)"* -/(-^ 
ma) = 1 ; d'où l'on tire 

La formule (1) étant donc ainsi démontrée pour tontes les yalenn 
réelles , positives ou négatives , de l'exposant m , la généralité de 
l'algèbre conduit à faire usage de la même formule, lorsque l'ex- 
posant m est imaginaire. 

320. Séries binohiax.es. Soient a et & deux nombres quelcon- 
ques, de même signe ou de signes contraires, mais tous les deux 
sous la forme positive, et considérons les deux fonctions sembla*^ 
blés que voici : 

/a = l + ax + '-^x'+ ''^-'-;>^;-'> x'+etc., 

•^ ' ' i.a • 1.2.3 ' 

Concevons que le produit de ces deux séries indéfinies, soit ordonné 
par rapport aux puissances ascendantes de a;, puis supposons que 
les nombres indéterminés a et &, sous la forme positive, devien- 
nent entiers et réellement positifs ; alors comme les caractères a et 
h resteront toujours indéterminés, sans changer de signes, il est 
évident qu'il n'y aura pas de nouvelles réductions dans le produit 
fa 'Jhy et qu'ainsi la forme de ce produit restera encore la même. 
Mais alors, a et 6 désignant des nombres entiers positifs, il est clair, 
d'après la formule (A) du binôme, que les valeurs de^â ety5 seront 
les développemens de (1 + op)* et de (l + xy\ le produit/à *fh 
sera donc le développement de (1+x)^ (l+a:) ou de (l+J^)*^*: 
donc puisque a -}' ^ est un nombre entier positif, on aura 

/a>y5i=l + (a-t>à)a:-t- ^^"^^^[^^^"''V + etc....(2) 

Et puisque la forme du produit yà ^fb n'a pas changé, il s'ensuit 
que ce produit avait la forme (2) avant d'y supposer entiers et réel» 
lement positifs les nombres a et 5. De sorte que, qvuiU quê êoient ce$ 
nombre», U produit fa • fb aura toujours la forme (2). Et c'est ce 
qu'on vérifie aisément, pour les premiers termes de ce produit, en 
effectuant directement la multiplication des deux séries proposées. 
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Maintenant^ comme Je déyeIoppeniait(2) «st prëcisément ce qna 
deyient^^ quand on y change a en a -{- à y il en résolte 

Ces trois fonctions semhlables se réduisent à l'unité chacune, dès 
que a et h sont nul»; il suit donc de la propriété- établie plu» fiant 
(319), que l'exposant m étant un nombre quelconque, positif ou 
négatif, on aura ç^^ f z=:f(ma). 

Posant a =Jv ce qui dbnne/I := 1 -f-a;, il ^'endr»(l +3?)"* 
z=Jm. Substituant donc la série que désigne ym , on trouvera 

(l+3:)'^=l-fmr:+~i^3r^+ ^^^^^ ^ x'+etc. . (A^) 

Cette formule est exactement celle du. binôme, laquelle est ainsi 
dànontrée pour toutes les Taleurs positives ou négfitives, réelles on 
imaginaires de l'exposant m. 

Remarquons d'ailleurs que si m n'est pas entier et positif, U 
formule (A!) aura une infinité de termes ; car aucun des coefficiens 
en m ne deviendra null Et si on multiplie les deux membres par 

a^f après AFoir posé x=.-; onausa le dévdoj^ementde (a-f^^« 

Bans ce cas, si m» est une fraction ayant r pour dénominateur, ef^ 
aura r valeur»; et si Voa.' "Peut y avoir égard, dkas lli^ f«NPmule, i! 
fendt^a- encore mvltipliep le -seeondi membre parl'expresnon R des 
r'valeim-dela' racine r* de l'unité;* car alm», multipliei* le second 
membre pap i^, o'esl; réellement lé mnltipUar par Ba^(21^)w 

321. Les séries binomiales conduisent à une formule très-simple , 
pour extraire, par approximation , là racine r^ d'un nombre entier 
N donné. A cet effet, soit partagé le nombre N en deux partie&y 
dont la première oT soit une puissance r* parfaite et la plus grands 
possible à l'égard de la seconde h, qui pour cette raison, sera qiiel^ 
quefois négative, afin d'avoir toujours a''^ h: soit d'ailleurs z k 
quotient dé B par a% d^où x <C 1 ; on aura donc 

Dëvolop^ant d'apièa la formule du biaome, il.yiencini. 

Si xest pesilifj.il ert chir (dI6) que l'ensemble dfas tarraes;, à 
partir du qoatrièma; sera' moindre que ce: quatrtime> mntndyelul^ 

i3 



( 194 ) 

même que ^(r — 1)' ( - ) • Mais si x est négatif; en désignant par 

S la somme de tons les termes , à partir du quatrième ^ on aura 
évidemment 

=<!9#©+'^G)V«.<'-?#(fy:[.-Çx]. 

A cause de (r— - 1) :r ^^ r, le diyisear précédent est plus grand 

que I ; donc à plus forte raison , S <[ J (r — 1)* ( - j . Ainsi que x 
soit positif ou négatif y on aura toujours 

Telle est la formule approximative que nous ayons employée en 
arithmétique, pour extraire la racine 6^ de 260. 

La méthode des fonctions semblables conduirait aux siriet expe» 
neniiêîles; mais les eoeffieienê indêterminh les fournissent beau- 
coup plus simplement. 

322. CoEFFiciENS iNDETERMiiiES. La méthode des coefficienê 
indêierminSs a pour objet spécial de développer les fonctions en 
séries. Et puisqu'il y a nécessairement toujours identité entre toute 
fonction et son développement, le but de cette méthode est de trou^ 
^er les Taleurs qu'on doit assigner à des ooeiEciens inconnus, pour 
que les deux membre^ d'une-égalité soient identiques. Enfin, comme 
une équation n'est identique que sous la condition que les coeffi- 
ciens d'une même puissance de la Tariable,4an8 les deux membres , 
soient égaux entre eux, on voit que la méthode des coeffîciens in- 
âéterminés repose essentiellement sur ce que, nune égalité êst vraie 
four touteê les valeun imaginableê éPune variable j les caejfficienê 
d^une même puissance de cette variablcj dans les deux membres, 
seront égaux entre eux. 

Ce principe est évident, d'après les définitions des variables et 
des identités; mais si on veut le démontrer^ on représentera l'éga- 
lité proposée par 

a-f" ÔJ?+ ca:*-f- rfr*+ etc. = o'+ Vx -}- ^j:'+ d'x'+ ®tc. 

Puisque cette égalité doit subsister, quelle que soit la yariable x^ 
eHe subsistera encore lorsqu'on y fera a:'=: o, ou du moins x infi- 
niment petite ; dans l'un et l'autre cas, tous les termes qui suivent 
le pranier de chaque membre, seront nuls à l'égard de ce premier 
et disparaîtront i et puisque l'^alité n'a pas éXé détruite; il restera 
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a = a^ Mais a et a' ne contiennent point x ; ils n'ont donc pai 
changé en supposant cette yariable nulle ou infiniment petite; 
consëcpemment , on avait avant ces hypotlièses^ a=ia'. Suppri- 
mant a et af dans les deux membres , puis divisant de part et d'autre 
par Xf l'égalité proposée ne sera pas troublée et deviaidra 

h + cx + dx* + etc. z=ib'+ t/x + éfx' + etc. 

Raisonnant donc comme on vient de le faire, on en conclura qva 
hzizV, On verra de même que czztfjdzziéPy etc. 

La démonstration serait la même, si on avait a-|- hx^ex*-\^ 
dr'-f-®^' = ôy quelle que fût la variable x : on aurait alors a = 
Oy hzzLO^ ezzzOy d=0; etc. 

Lorsqu'on fait usage des coef&ciens indéterminés, pour dévelop-- 
per en série, on suppose ordinairement que le développement de 
la fonction proposée, procède suivant les puissances ascendantes, 
entières et positives de la variable. Et quand cette forme n'est pas 
convenable, on en est averti par les valeurs absurdes ou incompa- 
tibles qu'on trouve pour certains coe£Bciens. C'est, par exemple , 
ce qui arriverait si l'on posait 1 — a: = ( 1 — x*)(ax + ia?* + 
C3^^dx^^^^»y Mais on abrège les calculs, en déterminant à 
priori la forme du développement, d'après les propriétés de la fonc- 
tion proposée, ainsi que nous allons le faire voir. 

323. SÉRIES EXPONENTIELLES. Proposous-nous de développer en 
série la fonction exponentielle a'. D'abord, comme cette fonction 
se réduit à l'unité, dès que a;=:o, on voit que le premier terme du 
développement cbercbé doit être 1, et que tous les autres termei 
doivent avoir ponr facteurs respectifs, les puisêoneeê entâreê ât 
VOtiHoeê de la variable X'y entiereâj parce que pour une valeur 

entière de x, si le développement avait un terme de la forme px"^ 
ou p P^j:', ce terme, et par conséquent le développement , aurait 
trois valeurs, tandis qu'alors la fonction n'en aurait qu'une seule; 
pcsiHveêj parce que s'il y avait le terme px"^ on pi x% le déve- 
loppement pour xzziOy serait infini et ne se réduirait pas à l'unité ^ 
comme cela doit être alors. Ainsi on doit poser 

a^znl+Ax+Bx^+Cx^+Dx^+Ex^+eic. ...(4), 

A, B, C, D, £, etc., étant des coefficiens inconnus, qu'il s'agit de 
déterminer pour que les deux membres de l'égalité proposée, soient 
identiques. 

A cet effet, coQune ces coefficiens ne dépendent pas de ;r, ils 
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fetteront les mémei qnand on cbaDgera x en jr et en x r^ jr -y en, 
aura donc alors 

«^= 1+Ar+B/+Cy +D/+E/4.etc. ... (6), 

«^tr=l+A(r+^)+B(x+^)'+C(a:4-7)'+elc. ... (6). 

Or, à cause de a^'^^zi: al' X «^, il est évident que le développa 
ment (6) sera toujours identique avec le produit des développemens 
(4) et (5) ; et que par conséquent, le coefficient de^ dans (6), sera 
toujours le même que celui de jr dans le produit de (4) par (5). 
Or, ce dernier coefficient résulte de la multiplication de (4) par 
Ajr, et Pautre proyient des seconds termes des diverses puissances 
de X -{-J'y dans le développement (6); on a donc l'identité 

k+2Bx+3Cx^+ABx^+'''=k+A*x+ABx*+kCx^+..^ 

Ainsi 2B=A*, 3C=AB, 4D=:AC, 6E=AD, etc.; d'oà 

^ A* ^ A3 ^ AA „ A5 

9 ' 3.5' a. 3. 4' 3^3.4.5' 

Par cet valeurs, l'identité (4) devient 

z ^ ■ i I AV , A3*3 A4*4 . AM , ^^ 

i.'=l+Ax + — +^+j^+^-3^+etc. ... (B). 

Dans ce développement, la valeur de A dépend de ceHe de a; et si 
le nombre e est tel qu\)n ait azi:^^, il viendra^ en posant Ar=£ 
et en réduisant. 

Cette série exponentielle a une infinité de termes, dont la loi est 
évidente. Et comme e est indépendant de ir, si l'on fait « = 1, ne 
changera pas, et on aura, pour calculer le nombre «, base du sys- 
tème des logarithmes népériens, la série déjà considérée an n<^317. 

La série binomiale (A') conduirait immëdiatement h la fomiul* (B') , 
par Tosage de Tiiifini. En effet, n étant un nombre infini, si Ton pose 

«=:( i -{-- j , dVù e*=:f 1 +- j , qu^ensuite on développe le 

second membre, en observant ^ue n infini donne — =:o, on retrouTera^ 
réductions faites, précisément la formule (B'}. 

324. SERIES LOGARiTHniaiJEs. La méthode des coefficiens indé- 
terminés fournit directement les êSries lo^ariihmiquei; mais il est 
plus simple de les déduire des séries binomiales et exponentielles^ 
«omme il suit : Soit e^zzl-^-Xy e ayant la valeur calculée plua 
JuHit (317) et X étant un nombre quelconque, positif ou négatif. 
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pourra qneJâBS ce dernier cas, x soit moindre que l'unité \ ce qui 
rend négatif l'exposant j^, puisque tf ^ 1. Elevant de part et d'autre 
à la puissance quelconque v^ ce qui donne 0^^ = (l-{-a:)^; puis 
substituant les développemens des deux membres ^ tirés de (B') et 
(A') 3 supprimant 1 de part et d'autre, et divisant par v^ il viendra 

•'~ a ~ a.3~ ^ i.a ^ i.a.3 

i.a.3.4 i.a.3.4*S ' 

Comme ^ est indépendant de Vy et que cette identité est vraie quel 
que soit v^ il est clair que tobt ce qui né dépend pas de ce dernier 
nombre doit être le même des deux oôtés du signe =r:. Or, on aura 
ce qui est indépendant de 1;, en posant vmOy hypothèse qui est 
d'ailleurs permise, puisque l'égalité subsiste pour toute valeur de 
V, Prenant donc v = o, et réduisant, on trouvera 

Le second membre de cette équation a une infinité de termes | 
comme le développement de (1 +a:)% où v est quelconque. Or, 
si dans 1 -{-arzrze»^', on prend les logarithmes dé part et d'autre, 
on aura 1 (l^or) zzzj\9\ d'où en substituant la valeur de j^, il vient 

l(l + ar) = le(x — ia:' + ^ar^— ij?*+ix*— etc.)...(C). 

Dans cette série logarithmique, x peut être négatif, pourvu qu'on 
ait x<^\. Changeant donc a? en — x, et soustrayant le résultat 
de l'égalité qui l'a fourni 3 réduisant et observaùt que 1 (l-f-a:) — 
l (1 — x) = 1 (~i:^)> on aura 

l^i±f^==21tf(ar + |r'+;Jr*+|ar7+ete.).-(D). 

Dans cette formule, x peut aussi être négatif; et puisque or <^ 1 1 
il est dair qu'on peut prendre x rr ■ ■ x \ d'où 

'(S)='(=^)='(-+-')-'- 

De cette manière la formule (D) devient 

l(„ + d)-I» = 21e[^+j^^;^+e.c.]...(E), 
formule dans laquelle on peut prendre ii:= 1* 
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326. Soit S la somme de tons les termes qoi snitent le t^* / 
entre parenthèses y dans (D)^ il est clair qa'on aura 

/=r et 5=:: — ■ 1 ^-^^ r— + ctc. 

av — 1 2V + 1 av + 3 * av+S ' 

Remplaçant les dénominateurs 2v-}-l> 2t;-|-3, 2^4*^9 ^^' f 
par le nombre moindre 2v — 1 , les fractions deviendront plos 
iprandes y et à cause de x -^ 1 , on anra éyidemment 

S < /(ar*+x*+a?^+ etc., à TmfiniX-^. 

Si donc rfn fait J=:l et a?=—^, d'où / = 1 :(2t;— l)(2fi 

j^ 1 y^--* ' comme 21e «^ 1 , il est clair , en s'arrétant an v^ terme 
entre crochets, dans la formule (£), qne l'erreor commise ne sera 
pas de l;[4n(«+l)(2t;— 1)(2« + 1)»«-]. 

De sorte que si n = 200, la soinme de tons les termes qui suivent 
le premier, dans la formule (£), sera moindre que 0,00000001. 
Ainsi pour n ^ 200 et d non an-dessus de l'unité, on aura , & moint 
d'une demi-unité décimale du huitième ordre, 

i(«+rf)=L.+^::.(F). 

Les quatre formules (G), (D), (E), (F), ont déjà été démontrées 
en arithmétique, d'après la méthode dés coeffîciens indéterminés. 
Nous en avons déduit alors les procédés propres à construire de 
nouvelles tables de logarithmes, et à apprécier les erreurs dues, soit 
a la proportion que prescrit l'usage de ces tables, soit à l'inexacti- 
tude des logarithmes tabulaires. 

Posant xz:z — 1 dans les formules (G) et (D), et observant que 
lo =: — OD, on verra que les inverses de tous les i^ombres entiers 
I et de tous les nombres impairs, donnent deux sommes dont les 
iraleurs sont infinies. 

326. La formule (E), lorsque n est infini, en fournit d'autres 
très-remarquables et qui reçoivent plusieurs applications utiles. En 
effet, n étant infini et (Z un nombre fini quelconque, il est clair 
.que les termes entre crochets, dans (E), seront alors de^ infiniment 
petits des ordres 1®', 3®, 6^, etc.; et que de plus, en raisonnant 
comme plus haut (325), la somme de tous ceux qui suivent le 
premier, sera moindre que l'infiniment petit du 3* ordre à» * n ; 
cette somme est donc infiniment petite ou nulle i l'égard du pre- 
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mier terme , qui est nn infiniment petit du 1^' ordre. Ainsi on a 
rigoureuBement 

^n + d)-ln = ^, o« l(l + l) = J^. 

Mais à est anssi nnl à l'égard da nombre infini 2n \ il vient donc 
aassi exactement 

nl(l+^) = rfl«; d'où e''=(l+^)''et • = (l + i)". 

Dans la formule (£), et conséqnemment dans les denx dernières 
formules qu'on vient d'écrire, d et n peuvent être négatifs, l'un 
ou l'autre ou tous les denx : changeant donc n en — - n , puis à en 
-— (Z, les deux dernières formules précédentes fourniront celles-ci : 

•"=o+jr=o-o""=('+r=('-;r 

••^'K'+0"'""=('-0''"'=('-3"=('+r' 

Ces formules importantes sont rigoureusement existes, tant qu'on 
y suppose n infinL Nous en avons fait usage dans les NoUariB d» 
Mécanique, et en voici d'ailleurs une application. 

327* Un vase peut se remplir par tm tuyau et se vider par un autre» 
Pendant combien de temps doitron faire couler les deux Utyaui^ le pre- 
mier ne fournissant que de Veau^ pour que le vase contenant d^ abord a 
litres de vin^ n'en contienne plus que h litres? On suppose que les tuyaux 
versent uniformément chacun c Utres de liquide par heure ^ et que l'eau ^ 
qui entre dans le vase^ se mêle sur-le^hamp et exactement auec le liquide 
^jfue ce vase contient. 

Soit X le nombre d^beures cherché et n le nombre infini d'instans 
^gaux conteous dans ime heure ; x heures en contiendront donc nx. Soit 
V la quantité de vin dans le vase avant un certain instant : puisque par 
heure ou q instans, chaque tuyaux verse uniformément c litres de liquide; 

à chaque instant il en versera —, et ainsi après chaque iîistant, il y aura 

n ce 

toujours a litres de' liquide dans le vase. Et comme -=-:-<. de a, on voit 

qu^à chaque instant il sort du vase c fois le an^^ du mélange. Or, Teau 

et le vin y sont exactement mêlés; ainsi à chaque instant' il sort c fois le 

an ième de Peau et c fois le aniéme du vin que ce vase contient : donc 

puisqu^avant un certain instant, il y avait v litres de vin, après il en res^ 

cv / d\ c j F, • / *^\ 
tera v ouvf v ), en posant - r= tf. L^expression i; f i j 

nous apprend tpL'on^aura la quantité de. vin dans le vase^ après un 
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(ndanî ^uetcon^^^ en m^âUpUant U vin mnmt par i — - ~ • Donc pni»* 

n 

qu^avant le premier instant le vase contenait a litres de vin , et qn^aprés 
le nx^* instant ou 0: lietires, il*doit en contenir £ ^ il est dair «quW aura 

b = a(l~'^y^', d'où 5 = a.e-^?^et e^'=|- 

De là) en opérant par logarithmes, on trouvera aisément la valeur êe x» 
Si &=a, on aura x=ro, comme cela doit être; et si hz=zo^ il vieadra 
vp infini. £nân^ sl.d^c: 10a., on auta x n^atif, comme il est aisé de voir 
pourquoi. 

Voici «noore dieiix faôblèmes oâ les dëvfllop()emen5 en séries simpli-* 
fient les solutions : 

J. Quelle somme, x .devrait-on rendre au J»out de n années, pour une 
somme a , ^prêtée pendant ce temps , au taux de r pour 1 par an , «i à 
chaque instant de la durée de Tannée, Tintérét échu se joignait au ca- 
pital, pour porter intérêt Tinslant suivant f [R« x=iaé^.^ Si^;=ioooO| 
R=3iiet /'r=30/o5, on.aura;c=tio5ia &. 71. j 

n. Une personne , ^ui va et vient dans une allée , s^astreint à fSeiire 
successivement, i** la moitié du chemin qu^élle vient de parcourir «n sens 
contraire; a° la moitié, le tiers, le quart, le 5*, le 6*, etc. ; 3° la moitié^ 
les 9 tiers, les 3 quarts, les 4 cinquièmes, etc. Si elle continue ainsi jns- 
qu^à ce qu^^ ne lui Teste plus de cheigtnn à faine^ «lans chaque h}!|Kidiése, 
quel sera alors le chenûn total x paraoum, et k quelle 4istance^ sa trou» 
vera-t-elle du premier point de départ, sachant que le premier chemin 
parooupu est de « mètres f t[âft. t?x:=z%a et yz=z\a\ a^ «=s:a(e— 1) 

et /=;:-(e-*i)5 3<»x=oo etj^=r-la.] 

•c le 

828. îl €§t «îcope «ne formtfle, composée de l'infini, qui reçoit 
des applications utiles , et que pour cette raison nous allons fair« 
connaître. D^àbord m étant -un exposant entier positif , soit 

Midtîpiia&t de pest'et dViuitre far m — «, «t réduisant, on aura 

Çjfmi^'^ U^fi^ il est clair que l'expression de S détiendra plus 
grande ou pli»s petite, suivant qu'on y remplacera c par tt ou u 
par c. Mais aWs cette expression sera la somme âern-^-l produits 
ë^ux à vP^f dans le premier cas^ et à c**, dans le second; on aura 
donc S< (m+î) t^" et S > (m+l) c^j d'oà résulte évidemment 

Soit tt««-*«:s;: 1 ou e:rzt<-^ 1^ on aura aussi 

S;;=u'^+» — (1*— 1)"*+'. 



( 201 ) 

Egalant «es denx vàleun de S eatre eHes^ et remplaçant e 'pw 

u — 1, il viendra 

(m+1) tf'«— < (m+1) [i<«-. («--1)«] =rti«+»-- («^l)«+*j 
d'où Von tire 

Prenant successivement m = 1,2,3,4, ...^n, et ajoutant entre 
elles les n égaHtës rësnltantes ; le nouveau premier membre sera la 
somme S^ des puissances mièmes des n premiers nombres entiers; 
et ^ant au second, il est clair que les termes qui y multiplient 

■ se détruiront deux à deux, excepté n"***"*, et qu'il en sera de 

même de ceux qui suivent le signe <^, excepté n^. On aura donc 






i_„«H-' + <n«...(7). 



Lorsque n est infini , cette formule se réduit à son premier termes 
En effet ^ il est d'abord visible que 

Si donc on devait tenir compte du second terme de h valeur de S^-, 
quand n est infini, il faudrait dire quelle est la valeur de 



n ' 



dans cette hypothèse, ce qui est impossible, puisqu'alors le déno- 
minateur n surpasse le plus grand nombre imaginable. La valeur 

de — est moindre que la plus petite partie asngnahh de l'unité ] et 

- doit absolument être regardé comme nul à l'égard de cette unité; 

ce qui donne en loème temps ' = o. De sorte que tant que n 

sera un nomlxre mfi&î, ea aurn eseetanent 

Cette formule nW démontrée que pour m entier positif; maïs 
elle a lieu quel que soit Texposant m. Pour le faire voir, soit posé 

S^ = an'^+' + in*^ + en"»-' + dn"^^^ + etc. , 

ayhjtydy €flc. , ëtB&t dcs nombres inconnus, indépendans de n et 
qui resteront les mêmes lorsqu'on changera it en n< — \, Mais alors 
)a nouvelle valeur de S^ aura le terme i^ de moins que la pre* 
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miire; et si l'on retranche cette seconde Yakar bors de l'autre, le 
reste sera identique avec Ti'^*^ il viendra donc 

n"» = a«"*+' — a(n — l)'"+'+ôn"*— ft(n— l)'«+etc. 

Développant les puissances de n — 1, d'après la formule du binôme , 
puis observant que les coefficiens d'une même puissance de n , dans 
l'identité résultante , sont égaux de part et d'autre, on trouvera 

«(m+l)=:l, ft— ia(m+l)=o, <?— ;5m+5a(m4-l)m=o, etc. 

Ces équations sont toutes du premier degré enoy by e, d, etc.; et 
de plus, l'inconnue de chaque équation, à partir de la seconde, 
n'entre que dans un seul terme, avec le coefficient 1 : donc tous 
les nombres a, &, <?, J, etc., sont réels et finis. 

Cela posé, il est facile de voir que la somme x de tous les termes 

'qui suivent les deux premiers, dans le développement de S^, est 

moindre que si tous les coefficiens de ces termes étaient positifs et 

^aux au plus grand p d'entre eux. Ainsi que n soit ou non infini, 

on aura nécessairement 

;r < p (n*"- + n'"-» + etc. , à l'infini )< .5^ . 

Or, p étant un nombre fini, qui ne dépend que de m, il est clair 
qu'on peut toujours prendre n assez grand pour qu'on slt p<^ 

î(n — 1) et x<dn^» Donc puisque az=z et 5=: ^, il vien- 

dra la formule (7), de laquelle on déduit la formule (8), qui est 
ainsi démontrée pour toutes les valeurs possibles de l'exposant nu 

329. Lorsque mzr: — 1 , on trouve oo pour la somfae de tous 
les termes de la série harmonique (315). Mais pour mieux connaî- 
tre le genre des applications de la formule (8), proposons-nous ce 
problème de géométrie : Connaissant les valeurs numériques h et 
h de la hase et de la hauteur étune pyramide quelconque ^ trouver 
son volume P. 

On peut toujours concevoir la hauteur h divisée en un nombre 
infini n de parties égales à x, par des plans parallèles à la base h, 
de manière qu'on slt k:^ nx. Alors chaque partie x sera infini- 
ment petite, et la pyramide sera partagée en n tranches, toutes de 
même hauteur x. Soit / la v® de ces tranches, à partir du sommet, 
et Vy W ses deux bases ; la plus grande V sera donc à la distance vx 
du sommet et l'autre V^ à la distance {v — V)x, Ainsi, d'après un 
théorème de géométrie, on aura h^V Hl^l n^x^\ d'où en posant 
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h^zelfy il Tiendra i5'= ex"»*. De méme^ 4*"=: cjc*(» — 1)". 

Imaginons deux prismes de même hauteur x que la v* tranche i^ 
ayant une arête commune avec elle et respectivement V et V^ pour 
bases j les volumes de ces prismes seront donc Vx et V^x. Or, la 
tranche / est moindre que le premier prisme Vxy comme en faisant 
partie, et plus grande que le second V^x^ comme le renfermant; 
elle est donc égale au premier Vx^ moins une quantité plus petite 
que la différence h'x-^B'^x de ces deux prismes; on a par consé- 
quent i=iVx — <x(^h'—ff')', d'où 

Telle est l'expression du volume de la v* tranche de la pyramide 
proposée. Prenant donc successivement v =: 1 , 2, 3, 4, ..., n, e^ 
ajoutant entre elles les n expressions résultantes; la somme sera 
évidemment le volume P de la pyramide; on aura donc, en rédui- 

«»*» V=zex\~<:cx\\ 

Hais A=itr et hzzieV, De plus, d'après la formule (7), S^r= 
^. -f- ^ n* : donc, en substituant, on trouve 

Or, 5 est un nombre donné et la partie x est infiniment petite, 
de même que son produit par ^h — •^5; ce produit est donc nul 
à l'égard du nombre ^h. De sorte qu'on a P= jl^ft; ce qu'il fallait 
trouver. 

SSO. On parviendrait exactement au même résultat en faisant 
usage de la formule (8) et en prenant simplement tzncx v*. De 
sorte que la quantité C3^ [»* — (» — 1*)] ou %ca?v — cj^ n'a 
aucune influence sur le résultat final. En général', dans ces sortes 
d'applications, il faudra toujour» faire usage de la formule (8)^ 
et êujpprùner d^ abord les fermée de fesprestion proposée, ou 
T exposant de x surpasse de plus ^une uniié celui de y; ce qui 
sera tout aussi exact et simplifiera beaucoup les calculs. On a sou- 
vent l'occasion d'et^ployer cette méthode abréviative, et en voici 
encore un exemple : 

On suppose qu^un vase perde ^ pendant chaque instant ^ un nombre 
. de litres d'eau égal au rapport de cet instant à i heure augmentée d'un 
nombre dHnstàns marqué par le rang de celui que Von considère» Corn" 
bien le vase verseraA41 d'eau pendant h heures? 

Soit n le nombre infini d^instans égaux à x contenus dans h heures; 
X sera donc infiniment petit, et on aura A=iur, et le nombre de litres 
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dWn que le nse perd pendant le v* instant, sert jr : (i -{-''v)i on «(i 

+xî;)"", ou enfin 

X — x'n + *V — *V + jpV— *V + etc. 

Prenant successivement i;=:i,3, 3, 4i«-)'>i ^^^^ ^^^^^ expression, et 
ajoutant entre elles les n valeurs résultantes, la somme sera évidemment 
le nombre de litres dVau versés pendant h heures ; ce nombre y est done 

y=,nx — x'S^ + X S^ — jT^Sj + j? S^ — etc. 

Substituant les valeurs de S^f Sg, S3, $4, etc., tirées de la formule (8), 
et réduisant diaprés h == /tx, on aura 

On voit ici comment les séries , en faisant connaître les fonctions dont 
elles sont les développemens, peuvent devenir nécessaires pour résoudre 
les problèmes, ou du moins pour en fournir les solutions les plus simples; 
car diaprés la formule (G) , il est dair que la yaleur précédente àfty se 
réduit à % 

Si Ton avait employé la' formule (7) , le second terme aurait donné un 
nombre moindre que =±=Ajr(i-{-A-(-A*-|-A'-|- etc., à Tinfini ), ou que 
'±=.hx\(\ — K)\ nombre infiniment petit avec x, et conséquemmeni nul, 
comme cela doit être. 

âdl* CcKpii précède (323) montre avec quelle facilité la mé- 
thode des coefficiens indéterminés conduit aux développemens en 
eéries : nous en aurons encore^ dans la suite^ plusieurs applications ; 
mais il est bon de faire Toir ici comment on en déduit la formule 
du binôme. 

Cherchons d'abord le coefficient de la première puissance de^, 
dans {x +^)'*. 1® L'examen des premières puissances de x +^% 
porte à penser que n étant un nombre entier positif, on aura tou- 

i^'^» {x +^)« = x^ + #tJc'*-">- + etc. ... (1). 

Multipliant, en effet, cette égalité par x +^j on trouvera 
(^ 4-^)'*** = a?"-»" + (n + 1) JcV + etc. 

De sorte que si l'égalité (1) est vraie pour une certaine valeur en- 
tière de n , elle sera vraie aussi pour une valeur de n plus grande 
d'une unité. Or, cette égalité est vérifiée pour les valeurs 2, 3, 4> 
de n \ donc elle est vraie aussi pour n =r 5, puis pour n r= 6, n = 
7, et en général, pour toutes les valeurs entières et positives de 
l'exposant n. 

2« Supposons « entier et négatif, et représenté pw — v ; il est 
clair, d'après (1) et en calculanl les deux premiers termes du qno-* 
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tient, qu'on aura (x +^)» = {x +^)-^= 1 : (x+xf = 1 1 
( jp^ 4- i;x''->- + etc. ) 1= x-'' ~ î;:p'"'''"> + «*«• = ar" + 
fu:°'~'^^ etc. Ainsi l'ëgalité (1) est yraie poor toutes les Taleors 
entières ) positives on négatives, de l'exposant «. 

d<> Quel que soit Texpoeant n, il esi^lair, en raisonnant eomme 
an n? 323, qu'on devra poser 

(^ +J'T = a;'» + «r + hy + etc. 
Si donc n est un nombre fractionnaire, positif ou négatif, et qu'on 
ait nziz-f r étant positif, mais u pouvant être positif ou négatif; 

en élevant les deux membres de l'identité précédente à la puissance 
r, puis ayant égard à l'égalité (1), il viendra 

a:" + uj^^y + etc. = (3^+ ay + hj^ + etc./. 

Regardant d'abord aj- -f- fy^ + ^^c. ^ comme ne formant qu'un 
seul terme, les deux premiers termes du second membre de l'iden- 
tité précédente se calculeront d'après (1) y ce second membre pourra 
donc être remplacé par sa valeur 

j:*+''* * («,r+^J^M"®**5')+®*^> ^^ a^^+^'O^ ^+etc.; 
de sorte qu'on aura 

x^ + w^'^^y + etc. = x" -f- aryx^-^ etc. 

Cette équation étant identique, comme toutes celles qui l'ont don- 
née, les coefficiens de la première puissance de la variable^, dans 
les deux membres, sont égaux entre eux; on a donc 






arr"'^=;i«2^-»; d'où a:;= V'""5=«:r»^\ 



On voit que fwr touiêê /«f valeur» de f»jfp004mi au poêiàveê 
ûu négatives, raiùmneïlei, et par conséquent irrationnelles ou 
imaginaires, U coejficient di la fremière fuissatue de y^ dans 
(x + y y, est toujours nx*"*. 

332, A l'aide de ce pri.^ci|ie^ i\ ^\ bien &C^e de troikTer le dé- 
veloppement de {l-J^xY^y m étw»t ua cxpqs0#( quele^n^que, positif 
ou négattf , réel ou ix^agiaaiiie^ V^ ^^h ^^ ^^^ d'al^cd^ eei«iw« 
«u b9 jiJ^, qa'0Q peut poseiç 

(l + a^)»z=l+«x'4-to*4.i»^+ifc*+«^ + elow...(2), 

Oyhj CfdyCy ...y étaul dcs coefficiens inconnus, indépendant de 
Xj et qaHI s'agit de détennijuer, d^prèa la seule condition que les 
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Ce rësnltat pcat évidemintiit m teprëseater par 

en faisant 

X = ax"^+ hx^ + cxPy » 

X. = m(m— l)aa^-+n(n— l)5x»-»+|;(;i— l)x^— , 
J.^ = mlm^l){m—2)axr^^+»ln—l){n—2)bx^^+^^^ 
etc. 

On voit qne X désigne le polynôme proposé, et qne X^, coefficient 
de la première puissance de j", est la dérivée de ce polynôme X, 
obtenue en appliipiant ht règle, c'est-à-dire en multipUani chaque 
term» du jptolifnome par Peapoeant de x don» ce même terme el 
en diminuant cet expoeant. éPune unité, 

336. On Yoit aussi que X, se déduit de X,, d'api^ la loi qu'on 
▼ient d'énoncer; queXj^se dédoit deX^, d'après- Ilb même loi; et 
ainsi de suite. De sorte qiae; le» quantités X, X,, X^ X3, elc., se 
déduisent ou dérivent les unes dfes antres,, d'après une loi constante. 
Cette propriété leur a fait donner le nom de fmctione dérioàee : 
ainsi, c(»nme nous l'avons déjà dit,. X^ est la dérivée de X; }(^ 
dérivée de X^, est la eeeonde dérivée de X; X^^ dérivée de X et 
eeconde dérivée de X^ , est la troisième dérivée de X ;. ainsi de suite. 

Désormais les signes d, d^^d^^^^ etc., placés devant une fonction 
X, indiqueront les dérivées première,, eeconde, troieikmcj etc., de 
cette fonction. Ainsi on aura X^ z^.dX, X^ =;: dX, =1 d^X, X^ z= 
dX, = d^X^ = d3X, etc. Si donc X ::=: fx est une fonction algé- 
brique quelconque de la variable x^ on aura ce développement très- 
remarquable : 

f (r+^) = X+.r«+^<ï»X+;^AX + etc. ... (G). 

337. Ce développement s'applique aussi aux fonctions^esponen'^ 
tielles et logarithmiques, comme nous le verrons bientôt. Pour les 
fonctions algébriques, il aura une infinité de termes, dès que l'un 
des exposans de la variable x ne sera pas entier et positif; mais le 
nombre de termes-sera limité, si tous les exposan»de xsont entiers 
et positifs, comme dans 

X = fa; = Na:^ + Pa:'»- + Qa:«- + .-+Tar + U. 
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Prenant en efiet^ les dërivëes successives (355) , il est aise de roir 
qu'onaura d^X=w(m— l)(m— 2) ...S.2.1.N, 

et que par conséquent les dérivées suivantes, telles que d^, ^^X, 
d^ . ^X, etc., seront toutes égales à zéro. Ainsi dans ce cas, on aura 

développement qui nous servira dans la théorie des équaiùms, 

338. Considérons maintenant une expression composée d'une 
certaine puissance d'un polynôme, fonction de la variable x. Pour 
avoir la dérivée de cette expression, il faudra multiplier celle-ci 
par son exposant, diminuer cet exposant ^une unité et multiplier 
le résultat par la dérivée du polynôme proposé» De sorte qu'on 
aurad(X'») = mX'"-'dX. 

Si en effet l'on change x en ar-f-^j dans X"*; il est clair, par la 
formule (G), que X se changera en X+jrdX-j-^j-'dj^X + etc; et 
que par suite, X"* deviendra (X -|-^dX -f- \y*à^ + etc«y"j ou 
(X + /rdX)^+ etc., ou enfin X'»+ «iX'^^dX . j-+ etc. Or, le 
coefficient de la première puissance de y^ dans le développement 
qui résulte du changement àt x en x ^ jTy est la dérivée de la 
fonction proposée X"*; on a donc d(X''*) = fwX"*'"*dX, comme 
en appliquant la règle énoncée. C'est ainsi qu'on aura 

339. La dérivée du produit de plusieurs fonctions d^une mémo 
variable, s'obtient en multipliant la dérivée de chaque facteur par 
le produit de toutes les autres fonctions, et en prenant la somme 
des résultats. Soient X et X' deux fonctions de la variable x ; je dis 
qu'on aura d(XX') = X'dX + XdX'. 

Changeant en effet, x en x-^j*, dans chacune des fonctions pro- 
posées, il est visible, par la formule (G), que le produit XX' deviendra 

(X+jrdX+ J^'d,X+etc.) (X'+^dX'+ijrX^'+etc.) =XX' 
+^(X'dX+XdX')+ijr'(Xd,X'+X'd,X+2dXdX0+ctc. ^ 

Or, d'après la définition (333), les coeffidens de^ et |^, dans ce 
développement, sont respectivement les dérivées première et seconde 
du produit XX'; ainsi on a 

d(XX') = X'dX+XdX', 

d,(XX') = X'd.X + Xd,X' + 2dXdX'. 

Le second résultat est la dérivée seconde de XX', et s'obtiendrait en 

4 
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rivant, d'après la règle proposa et celle du n9 daS, la première 
dérivée obtenue, en appliquant cette règle proposée. On aurait de 
mâme les dérivées troisième, quatrième, etc., du produit XX'. 

La règle proposée étant ainsi démontrée pour un produit de deux 
facteurs, fonctions de x, s'appliquera évidemment à un produit de 
3, 4, 5, ..., fonctions; car il suffira d'abord de considérer, G(»nm6 
un seul facteur, le produit de 2, 3, 4, ..., fondions de x. Ainsi on 
aura d(XX'X'^) = X"d(XX') + XX'dX" = X'X''dX + XX"dX' 
-f-XX'dX", et ainsi des autres. On voit que la règle proposée est 
générale; et on en déduit, par exemple, 

à[{a+x^){b~x^)]=2x{h—x^)'-'Sx\a+x*yy 

340. £n général, pour avoir la dèrioêe ê^une expreaion conte- 
nant un radical^ il faudra Sabord remplacer ce radical par tex-- 
poèontjraetimmaire équivalent. Et eUl y a un divieeur fonction 
de la variable, on chargera ce diviseur en un multiplicateur 
affecté de Vexpoeant négatif convenable. On a donc ainsi, et à 
l'aide des règles précédentes, les moyens de trouver, avec facilité, 
la dérivée et par conséquent les dérivées successives, de toute fonc- 
tion algébrique, d'une seule variable. 

341. À l'égard des fonctions exponentielles, c'est^l-dire celles où 
la variable est à l'exposant, considérons la plus simple a'*' : si nous 
y cliangeons :r en x -{-j'y et qu'ensuite nous remplacions a"*^ par 
son développement (B), trouvé au n^* 323, nous aurons 

tf»*+''r=a'«a'îr=:a'«+Ana»*^+— «'«^•+etc. ... (IJ. 

. B'où l'on voit que la dérivée de a"', c'est-à-dire le coefficient de 
la .première puissance de j*, dans le développement qui résulte du 
changement de x en x~\'j^, est Ana'*^. Or, on sait que l désignant 

mx logarithme ordinaire , on a A = r- = As (323) ; donc 

le 

i(^a'^)z=z kna'^. D'où d^(a"') = AVa»^, et ainsi des autres. 

Par ces valeurs et X = «"*=: £r, le développement (1), de f(x 
+^) == cS^n^y^ devient précisément la formule (G). Cette for- 
mule s'applique donc aussi aux fonctions exponentielles. 

342. Maintenant, si l'on veut trouver la dérivée de la plus sim- 
ple des fonctions logarithmiques, savoir Lr, on y changera xenx 
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+^, puis observant que 1 (a: + jr) = lar + iri-}--Yon déve- 
loppera ^ d'après la formule (C); ee qni donnera 

i(x+^) = lx + l.(^-£ + g-g + etc.)...(2).. 
Oti la dérivée de la; est le ooefileient de la première puissance de j^^ 

le 
dans ce développement; on a donc dLr = — • De là ^ et de ce qui 

précède (340), on tire 

d,Lc = — -, djlx=^, d^Lr = — , ..., 

j , a.3.4**«(v — i)le 
d^la? = =t: ^^jj 

Posant X = Ir, et substituant, dans le développement (2), les 
valeurs des coefiiciens des puissances de jr^ tirées des dérivées pré- 
cédentes, on retrouvera la formule (G), qui par conséquent s'ap- 
plique aussi aux fonctions logarithmiques. 

Remarquons d'ailleurs qu'on aurait également 

dl(l + «r)=j^, d.l(l+«r);=-^-^„etc. 

Nous ne coatinnerons pas plus loin le calcul des Jonctions dérivées ç 
mais ce qui précède nous parait devoir entrer dans les ëlémens d^algébre, 
soit comme introduction à Vanahrse différentielle^ soit parce qu^il en ré- 
sulte de nouveaux moyens de développer en séries, soit enfin à cause des 
applications importantes auxquelles le calcul des dérivées sert de base, et 
dont Tune des plus remarquables est la recherche du T"pximum ou du 
. minimum de toute fonction dWe on deux variables. 

Méthode des Maximums et des Minimums. 

343. Lorsque dans une fonction de la variable x, Çnz fx, on 
donne à cette variable une suite de valeurs, très*peu différentes les 
unes des autres , il en résulte nécessairement pour ç autant de va- 
leurs, gén^alement inégales. Et s'il arrive que ces valeurs de ^^ 
d'abord croissantes, deviennent ensuite décroissantes, puis croissent 
et décroissent de nouveau, et ainsi de suite; la valeur de ç qui sur- 
passera ses deux voUme», c'est-à-dire immédiatement avant et après 
elle, sera rat maximum de la fonction ^ ; au contraire, la valeur 
surpassée par ses deux voisines, en sera un minimum, 

344. La méthode des maximums et des minimums repose sur le 
principe que voici : Si ions la série Au + Bu*»\- Cm -]-Dit^+ eie. 
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A^ B, C, I>, ete.j sûni éles quantités jmUs, indSpendantès de a; j> 
êi9 qu^an pourra toujours prendre u assez petit, pour que le terme 
Au, et en général un terme quelconque, surpasse la somme S de 
tous ceux qui le suivent. 

En effet, u étant pins petit qne l'nnitë, soit N le pins grand des 
coefficiens A, B^G^ D, etc.^ pris positiyement, on anra nécessairement 

S<Nu'(l + M + tt'+tt*4.etc.); d'où S<-^. 

Hais N étant nn nombre fini^ indépendant de u, il est clair qn'on 
pourra toujours choisir u d'une telle petitesse qu'on ait 

A> — ; d'où Aii>— et Att>S. 

On raisonnerait de mémo pour le terme Bti*^ et en général^ pour 
un terme quelconque. » 

345. Voyons maintenant comment on peut trouver le maximum 
ou le minimum de f dans l'équation ^ =£ (x). Si nous changeons 
xeD.X'\-u^^\. que nous déyeloppions suivant les puissances ascen- 
dantes de 11 , le premier terme de ce développement sera ^^ car c'est 
à quoi le développement se réduit , quand on y fait u = o; nous 
aurons donc 

ç)'=^ + AM + BM"+Ctt^+Di**+etc.; 

et il est visible 9 en comparant à la formule (G), que A=:df , B 
r=:<|dA, Gs^dB, etc. Ghangeant « en *— «, les coefficiens f , A, 
B, C^ D, etc., resteront les mêmes, et il viendra le développement 
qui résulte de la substitution de a: — u au lieu de x dans f =f (:r] ; 
ce développement sera donc 

ç''=±ç — Am + Bm'— Ctt*+Du*— etc. 

Gela posé, si lorsque la variable j; a la valeur qui convient au 
minimum de f , on pouvait avoir A diffî^nt de zéro, il est daîr 
(344) qu'on pourrait toujours prendre u assez petit pour que ie 
terme ku surpassât la somme de tous ceux qui le suivent dans les 
valeurs de ^' et ^"^ donc puisque ce terme entre avec des signes 
contraires dans ces valeurs , soit qu'on ait A positif, Mit qu'on l'ait 
négatif, l'une d'elles serait plus grande et l'autre plus petite qne ^, 
quelque petite que fût d'ailleurs la quantité k; donc la valeur de ^ 
.ne serait pas moindre que chacune de ses deux voisines f ' et ^\ 
c'est-à-dire que f ne serait pas à son minimum, contrairement à 
l'hypothèse : donc on a nécessairement A = o. De plus^ le coeffî- 
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cient B doit être positif^ car s'il était négatif et égal à -^B'; à cause 
de A = 0, et parce que — Wu^ peut toujours surpasser les termes 
suivans dans ^' et ^", on Terra que ^' et ^" seraient moindres que 
^ ; ce qui est absurde, puisque f est à son minimum : donc B est 
nécessairement positif. Donc lorsque ^ est un minimum^ on a A 
z:: o et B positif. 

On démontrerait de même que quand ^ est un maximum, il 
Tient A = et B négatif. 

On Toit, d'après cela , que pour trouver les valeurs de la varia-' 
hle X qui portent ^ = f (x) à son maximum ou à son minimum J^ 
il faut égaler à zéro la première dérivée A de cette fonction Çi 
résoudre V équation résultante Az=zOj par rapport à x, et êuhstê-- 
tuer les valeurs obtenues, dans B, demi-dérivée de k : chaque 
valeur de B devra être négative pour le maximum de (f, et post- 
tù>e pour le minimum. 

Si les Taleurs de x rendaient B nulle, il est clair, par les mêmes 
raisonnemens, que ces Taleurs deTraient donner aussi C = o, puis 
D négatif pour le maximum de ^ et D positif pour le minimum. 

346. On peut aisément appliquer la règle précédente à la déter- 
mination du maximum de f dans l'équation ^ = (3a — x^x^. 

Mais si l'on a ç = (a:+l) 1/^(11 — a:); 

on Terra, d'après le calcul des fonctions dériTées, que les dériTées 
première et seconde de f , sont respectiTement 

A = . "r^" etB = ^= ^^-^' 



2|/(ll — a:) ~* 8|/(ll— Jtr)î 

L'équation A = o donnant ar=:;7, et cette Taleur rendant B néga-« 
tif , il s'ensuit que le maximum de Ç répond à :r =: 7, et que ce 
maximum est ^ = 16. C'est d'ailleurs ce qu'on peut Tériûer, en 
posant x=7 -|- ^> ^^^^ l'équation [Hroposée. 
Cherchons le minimum de (f dans les équations 

« 

x*jr = a et f = 2xj' + ^*. 

Ces équations appartiennent aa problème : Parmi tous les vases eyliri' 
driques de même capacité ira , quel est celui dont la surface interne vp est 
un minimum? 

Eliminant d'abord jr, il Tioidra Ç = 2ax'" ' + a:' j les dériTéei 
première et seconde de f , seront donc 

A ax — aa ^ ... x -f- aa 

A = r — et B=iidA = —--—• 

X* * x* 
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L'équation A=r o, donne :r= |^a. G>mme cette- valeur rend B 
positif y elle répond an minimum de f , et donne, par la première 
équation proposée , y = p^a. De sorte que pour le minimnifi de ^^ 
on a xzzzyzzi ^a\ et ce minimum est â ^a*. 

34;7« On voit bien mûatenant comment on peut trouver le maximam 
ou le minimnm dWe fonction d^une seule variable^ et il est facile de 
résoudre les problèmes que yoici : 

I. De toutes les fractions, quelle est celle qui surpasse sa puissance 
miéme du plus grand nombre possible? 

II. Quelle doit être la valeur du nombre x, pour que la racine xiéme 
de ax soit un maximum, ou pour que la puissance xiéme de x soit un 
minimum f 

m. Partager 35 en deux parties telles, que le produit du carré de la 
première par le cube de la seconde, soit un minimum f 

rV. Trouver deux nombres dont a soit la somme et dont la somme des* 
quotiens obtenus en divisant le carré de chacun par la première puissance 
de Tautre , soit un minimum f 

V. Quel est le nombre dont la puissance 5°^ surpasse le plus possible 
1 5 fois la valeur inverse ou directe du cube de ce nombre ? 

Nota» Au moyen des méthodes précédentes, les élèves au courant de 
la mesure des surfaces et des volumes des corps rondsy que Ton consiéère 
en géométrie, trouveront aisément qu^il y a maximum^ i° pour le volume 
d^un cylindre ou d^un cône droit, lorsque f enveloppé ou seulement la 
sur&ce convexe est donnée; a** pour le volume ou la surface, soit convexe, 
soit totale, d'un cylindre ou d'un cône droit inscrit dans une sphère 
connue; 3** pour le volume, ou Penveloppe, ou la surÊice convexe d'un 
cylindre droit inscrit dans un cône droit donné. Mais il y a minimum ^ 
1*^ pour l'enveloppe oja la surface convexe d'un cylindre ou d'un cône 
droit, dont le volume est connu; n^ pour le volume, l'enveloppe ou la 
surface convexe d'an cône droit circonscrit à une sphère connue ou à un 
cylindre droit donné. 

348. Considérons à présent une fonction (p de deux variables x 
et j^, de manière qu'on ait ç = i(jx:,y). Si l'on change x en ar+ii 
et j* en^ -)- 9, on pourra toujours, à l'aide des séries binomiales^ 
exponentielles et logarithmiques, développer le résultat de ce dou- 
ble changement, sous la forme 

çi'=ç>4.Au + Bp + Cu* + Di;*+Ett» + etc. ...(1). 

Mais on peut obtenir ce développement par des calculs beaucoup 
plus simples. Soient ^ en effet, d^ et d,^ les dérivées première et 
seconde de f , lorsque x est seule variable; d'^ et d'^^ les déri- 
vées première .et seconde, quand on fait varier ^ seule. Il est évi- 
dent que changer a? et ^ en a: + m et j^ -]- r dans Çy revient à y 



( 2t6 ) 

changfer d'abord xexiX-^Uy ce qui donne (336) f-^uAç-^-^u^àjp 
-f-etc;; pois dans le rësnltat^ à changer j^* en ^-)-^; ^^ ^^^^ donc^ 
par ce double changement ^ 

f + uàç + »d'^ + ï«*'d,^ + ^'^Ç + uvà' (àf) + etc. 

Ce développement devant être identique avec le premier , on a 

A = d(p, B=d'(p, C=id,<>=4d(df)=^, 
. Dz=id'.(p=-id'(d'(p) = id'B, E=d'(d<p)=d'A, etc. 

Par ces valeurs on voit, que pour obtenir le développement (1) 
qui résulte de la substitution àeX'\'Uetjr^vk\ai place de x et 
jr dans la fonction ^, il faut et il suffit, 1^ de dériver la fonction 
p, (Sabord far rapport à la seule variable Xj y étant constantj 
et ensuite par rapport à la variable y^ x étant constant^ ce qui 
donnera les coejffîciens XetBdenetY; 2^ prendre la moitié de 
la dérivée de k,x étant seule variable, et la moitié de la dérivée 
de B, Y étant la seule variable, et ces moitiés exprimeront les 
' coeffieiens C etD de u* et vV 3^ enfin, dériver À par rapport à 

• la variable y, ou dériver B par rapport à la variable x, et cha- 
cune de ces dérivées exprimera le coejfficientE de uv. Il est visible, 
en effet , que E = d' (d^) = d (d'^) ; car le développement reste 

• évidemment le même, soit qu'on change d'abord x en x-^u et 
ensuite j* en j^ + ^> ^^^ ^> ^*' qu'on y change jrenjr'^v et 
ensuite x en a: -f- ^• 

Maintenant, le développement (1) étant ainsi calculé, si on y 
change ,uen — u et v en — - v , on aura la valeur ^" que fournit 
f (x, ^), quand on y remplace ar et^ par x — u et j- — v, il 
viendra donc 

qf'z=zç — Am — Bp + Cm* + D»" + Etw — etc. 

Soit 9 = «u ; les valeurs ç! et p'' seront alors 

^' = ^ + (A + Bo») M + (C + Da»'+ Etf) «'+ etc., 
^'=:^— (A4-Ba»)M4-(C + D«'' + E*)ï** — etc. 

Raisonnant comme plus haut (345) ,. on verra d'abord que pour le 
maximum ou le minimum de ^, on doit avoir A -f- Bar = o, quel 
que soit «3 ce qui exige que A=i:o et B=o. On verra ensuite que 
le coefl&cient C -J- D<»* + E« doit être positif pour le minimum de 
^ et négatif pour le maximum. Hais ce coefficient revient à 

^[(2D«4.E)'+4C6-E']; 

'pour qu'il reste toujours positif ou n^atif^ c'est-i-dire pour qu'il 
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ne pnisse jamais clianger de signe, il faut que 4CD — -E* soit posi- 
tif. En effet, si 4CD — E' était négatif; en prenant 2D« = £, 

le multiplicatenr de ^ deviendrait négatif : faisant ensuite croître 
if positiTement ou négativement, on finirait par rendre (2Ddr-)-£)' 
>• 4CD — E*; le multiplicateur de ^ serait donc alors positif, et 
aurait changé de signe ; donc aussi le coefficient de u^ aurait changé 
de signe, et ^ ne serait ni à son maximum ni à son minimum ; ce 
qui est contre Thypotlièse : donc on aura toujours 4CD — E* ^o, 
et par conséquent C et D de même signe. Ainsi le multiplicateur de 
^ sera toujours positif. Suivant donc que D, et par suite C, sera 
positif ou négatif, le coefficient de û* sera aussi positif ou négatif, 
et la valeur de ç sera un minimum ou un maximum. 

On voit, en résumé, que pour trouver les valeurs de net -^ ^ui 
portent la fonction ^=:f(x,y)à son maximum ou à son mini^ 
mum, il fout prendre les dérivées A et B de cette fonction j Vune 
par rapportât et Vautre par rapport à y; résoudre les équations 
A=ro «/ Bmo; puis substituer chaque couple de valeurs réelles 
de X et y, dans les dérivées C, D »^ E^ la première de ^A^ par 
rapport à Xj la seconde de JB par rapport à y^ et la troisième de 
A par rapport à y ou de B par rapport à x : les valeurs qui en 
résulteront devront donner iCD — E* positif, et fournir en outre 
CetJ) négatifs pour le maximum d^ (p^etCetl) positifs pour le 
minimum, _y 

349. Au moyen de cette règle, on trouvera aisément le maximum 
de ^ dans cliacune des équations 

^:=:a:y (5a — x — j-) et ^ = a;^j-'*(o — x — y)P, 

Mais si l'on veut obtenir le minimum de' ^ dans les deux équations 
â trois inconnues 

ear=:6xy+3x^z + z^ et (^=:2xj'+2x* + t'; 

on éliminera d'abord^ de ces équations; ce qui donnera 

(p = 207»— a:« + z*+i (6fl-.z^) a;-' ... (2). 

Prenant les dérivées d^ et d'^, l'une par rapport à or et l'autre par 
rapport à £, on trouvera 

A = d(p = 4i — z — ^{6a — «^)ar"'*, 
B = d'^ = — a: + 2« — **x""*. 

Les équations A = o et B =: o, donnent j? = « = yla =^. Pour 
«avoir auquel du maximum ou du minimum de ^, ces valeurs ré- 
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pondent, il fant caknler les dériTëes C=d {{A.), D = d'(|B) et 
E =:dB : on tiouvera ainsi, par ces Taleors, 

C=24.J(6a— «')af~'=5, D=l— -=o et E=^l=o. 

La quantité 4CD — E* se réduit à zéro 5 mais comme C est positif, 
il en est de même du coefficient C + D#'+ E*« ^^^ conséquent, 
les valeurs x=^=:=«= y a • 0;6, répondent au minimum de ^ j 
et ce minimum a pour valeur ^ = 6 ]/a* • QfSd. C'est ce qu'on 
vérifie aisément, en posant^ dans la valeur (2) de ^, x= A -j- / et 

z:=k' — t, k ayant la valeur y a • 0,6. 

Les calculs précédeos résolvent le problème que voici : On veut oons" 
truire un vase çjrlindrttfue^ dont V intérieur du couvercle soit un segment 
sphérique à une base^ on veut que la capacité , tant du cylindre que du 
couvercle^ soit de slv centimètres cubes* Et comme la surface interne itp , 
du vase et du segment^ doit être dorée^ on désire^ pour diminuer les fiais 
autant que possible^ que cette surface soit un minimum, Qu^s doivent 
étre^ pour cela^ le rayon xde la base du cjrlindre^ sa hauteur y et celle 
% du segment? 

Réciproquement 9 si le vase, devant être d^argent massif, avait une ca- 
pacité donnée, et que le fond, les parois et le couvercle dussent avoir 
partout ^ de centimètre d^épaisseur; on trouverait, par des calculs analo- 
gues, que le vase coûterait et pèserait le moins possible, dés que les quan- 
tités x^jr et z seraient égales entre elles. 

On pourrait même calculer le poids et le prix minimums, en admettant 
que le kilogramme d^argent employé coulât aaa francs et que son poids 
spécifique fût de 10,5* 

Observons que pour démontrer les théorèmes des n°' 241 et 313, 
diaprés la méthode précédente, il suffirait de considérer d''abord deux 
quelconques des variables et de regarder toutes les autres comme cons- 
tantes. Enfin, voici encore un problème à résoudre : 

Un/ardinier doit conduire une brouettée de terreau au pied de cha^ 
cun des a arbres qu'U vient de planter» Il recevra c centimes pour la 
i*** brouettée^ à partir du tas de terreau^ 8c pour la a*"*, a^c pour la 
3"*, ... , v^c pour la v"". En quel endroit de la rangée le propriétaire 
doit-il faire conduire le tas^ pour qu'il ait le moins possible à payer au 
jardinier? (R. Au milieu* ) 



/ 
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THÉORIE DES ÉQUATIQNS. 



350. Jusqu'à présent les algébristes ont fait des efforts inutile» 
]poar résoudre généralement les équations des degrés supérieurs au 
quatrième^ et les formules qu'ils ont obtenues, pour les équations 
du troisième et du quatrième degré, outre qu'elles ne sont pas tou- 
jours directement applicables , sont si compliquées et d'un usage si 
peu commode, que non-seulement le problème de la résolution des. 
équations générales, au-dessus du quatrième degré, doit être regardé 
comme impossible^ nuûs de plus, que passé le second degré, la solu- 

' tion de ce problème n'est d'aucune utilité réelle. Aussi les analystes 
• ont-ils principalement dirigé leurs recherches vers la résolution des 
équations numériques; et ils ont trouvé des méthodes, au moyen 
desquelles, une équation numérique quelconque étant donnée, on 
peut toujours en déterminer les racines, soit exactement, soit aussi 
approchées qu'on le veut. L'ensemble de ces méthodes constitue la 
théorie des équations. 

De la composition des Equations. 

351. Quelle que soit l'équation à une inconnue :r, on peut ton- 
jours, sans altérer les valeurs de cette inconnue, chasser les déno- 
minateurs, transposer tous les termes dans le premier membre, 
réduire et diviser par le coefficient de la plus haute puissance dex, 

.ce qui donnera une équation de la forme 

ar^ + Par^— + Qa^— -I }-T:f+U = o, 

. m étant entier et positif, P, Q, . . ., T, U, des nombres quelconques , 
; positifs, nuls ou négatifs. Nous supposerons toujours qu'on ait ainsi 

préparé l'équation à résoudre; et pour abréger, nous désignerons 

l'équation transformée par X =^ o. 

On sait qu'une racine de l'équation X=o, est une quantité a, 
qui, mise à la place de x, réduit X à zéro, ou donne 

a'» + Pa'»-»+Qa'»'-»^ J-Ta + U = o. 

Or, une équation devant toujours être regardée conime la tradaG>» 
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Hq^ algëbricpie des relations qu'ont entre elles les données et Pin* 
Gonnue d'un problème^ on est conduit naturellement à ce principe : 
iouÉB êquoHan a au moins une racine. A la Téritë, les conditions 
de l'énoncé pourraient être incompatiblee ; ce qui rendrait imipos* 
sible l'équation qui exprime la coexistence de ces conditions. Hais 
alors y à cause de l'exactitude du langage algébrique^ cette impossi- 
bilité serait nécessairement indiquée par quelques symboles d'ab- 
surdité^ tels que des expressions infinies ou imaginaires; et il n'en 
existerait pas moins une expression algébrique qui, misé à la place 
de Xy dans l'équation , y satisferait. ?ïou8 admettrons donc le prin- 
cipe précédent^ qui sera d'ailleurs vérifié pour le plus grand nombre 
d'équations. 

352. Soit a une quantité prise au hasard : divisons le polynôme 
*X par X — a; soit q le quotient et r le reste ^ qui sera indépendant 

de x'^ nous aurons l'identité X=zq(x — a) + ''• Si l'on fait a:= 
a, le reste r ne changera pas^ puisqu'il ne contient pas x : et comme 
alors X=r, il s'ensuit que r est précisément ce que devient le po- 
lynôme X proposé y lorsqu'on y change x en a. D'après cela^ si a 
est ou n'est pas racine de X=o, le reste r sera ou ne sera pas nul ; 
et le polynôme X sera ou ne sera pas divisible par :r— a. Récipro- 
quement, si X est ou n'est pas divisible exactement par x — 0, le 
reste r sera ou ne sera pas nul, et a sera ou ne sera pas racine de 
X=^o. Donc si a est une racine de f équation X=o^ son premier 
membre X sera divisible exactement par x — aji et ne le sera que 
dans ce cas. 

353. Si l'on effectue réellement la division du polynôme X par 
X — a, le quotient q sera nécessairement de la forme 

et puisque le dividende est le produit du quotient q par le diviseur 
X — a y plus le reste r de la division , il est clair qu'on aura . 
ar"»+ Pj^-i ^ QaJ»-»-}. Ra^-* + ... + Tx + U = a^ + 

Cette égalité étant identique , les coeffîciens d'une même puissance 
de X sont égaux de part et d'autre 3 ainsi on a 

F— a=P, (y— aF=Q, R'— cQ'=R, ..., r~aV=V; 
d'où F=a-|- P, Q'=aF+ Q, R'=oQ'+ R, .,., r=:aT'+ U. 

Par ces valeurs on est conduit à une règle fort utile pour calculer 
simplement le quotient et le reste de la division du polynôme X pa^ 
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le biiKMne x^^a^ a désignant un nombre qnekonqae, positif oa 
négatif. Cette règle consiste uniquement à former la seconde des 
deux lignes que Toici : 

i + P4.Q + R+... + T + U, 
1 4. F4. Qf4. Rf+ ... + T'+ r. 

On écrira donc $ur une même ligne et avec leurs signes, tous Us 
coejiciens du polynôme proposé, depuis le premier 1 jusqu'au 
dernier V, en mettant o pour chacun de ceux qui sont nuls; puis 
on placera au-dessous une suite de termes correspondons tels, 
que chacun soit égal à celui immédiatement au-dessus, ajouté au 
produit de celui immédiatement à gauche par le second terme a 
du diviseur z — &, pris en signe contraire : les termes de la seconde 
ligne ainsi formée seront respectlTement les coef&ciens du quotient 
demandé, à l'exception du dernier terme à droite, qui sera le reste 
de la division. De sorte que si ce terme est nul^ la divbion se fera 
exactement. 

Par exemple, si l'on veut diviser x^ — 7ar* + 12a: — 20 par x 
-}- 3, l'application de la règle précédente donnera 

Goefficiens du polynôme proposé ... 1+0—7 + 12 — 20 5 
Goefilc. et reste de la divis. par j;+d. 1 — 3 + 2+ 6 — 38. 

Le quotient demandé est donc x — 3a:' + 2a: + 6, avec le reste 

— 38. n nous arrivera souvent d'effectuer ainsi la division d'un 
polynôme par un binôme en x. 

ê 

354. Maintenant, puisque si a est une racine de l'équation X 
= 0, X est divisible par x — a et donne le quotient q du d^é m 

— 1 en a: (352); il en résulte \=:q{x — a). De même, si h est 
une racine de l'équation jf = o, y sera divisible par x — ft, et don- 
nera un quotient ^ du degré m — 2 en a:; on aura donc q^=^q* 
(j;_&) et X=^jf'(a: — a)(a7— -iJ). Pareillement, e étant racine 
de l'équation g'= 0, ^ sera divisible exactement par a:*->c, et il 
viendra t/:z^^^{x — <?); d'où X = j"(a:-- a) {x — 5).{a:— e), 
Raisonnant de même pour ^"=0, g'" = o, et ainsi de suite, on 
verra que le plus haut exposant de x diminue continuellement 
d'une unité dans les quotiens successifs ^r, j', g", ^^\ ... ; et qu'a- 
près m — 2 divisions, il y aura m — 2 facteurs binômes en évi- 
dence, et un quotient du second degré, décomposable lui-même 
en (o:-^ A) (x — ï). Donc, en admettant, comme on doit le faire, 
que toute équation a un» racine, le polynôme X de degré menz. 
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$êra U produii de m/àeieurs hinomeê du premier degré en x, et 
l'on aura 

J^ — {x^a)(x—h){x—e)(x—i) ... (x— A)(r— 2) ... (I). 

Cette équation est identique, c'est-à-dire qu'il n'y a d'autre diffé- 
rence entre les deux membres que dans leur expression analytique, 
différence qui cesse dès qu'on exécute les opérations indiquées. 

355. n est clair que le polynôme X n*eêi pae divisible par im 
binôme x — a'^ différent deg m préeédenê. Csar si cette diTision 
était possible, et qu'on désignât par A le quotient exact, on aurait 
X=Â(j: — a'); d'où, en faisant x=a', il viendrait X=:o ou 
(a' — a) {a! — b){a! — c) . . . (a' — Z) = o. Or, un produit ne peut 
être nul qu'autant que l'un de ses facteurs est égal à zéro (106) ; 
on devrait donc avoir, par exemple, a' — /=o ou a'=2; ce qui 
est contre l'hypothèse : donc X n'est pas divisible par x — a^ Donc 
aussi tout polynôme du degré m. en x, a m facteurt binomet du 
premier degré j et ne peut en aooir davantage. 

356. L'identité (1) montre que l'équation X=o est satisfaite 
par chacune des m valeurs :r=a, x=.by xzizcy x=: J, ..., x 
= l. Mais elle ne peut l'être par aucune valeur différente; car 
l'existence d'une racine a' différente de a, &, c, cf, ..., /, entraîne 
l'existence d'un diviseur x — a' différent des m binômes x — a, 
X — by X — c, X — J, ..., x^^ly ce qui est impossible (355); 
Donc enfin, toute équation du degré m a m raeineej et ne peut en 
avoir davantage. 

Ce principe est vrai encore quand l'équaticm X=0 a n facteurs 
égaux k X'—a^ p facteurs égaux à j: — &, etc. ; mais alors on dit 
que cette équation a n raeineê égales ha^p racines égalés à b, etc. 
De plus, si l'on multiplie deux à deux, trois à trois^ etc., les m 
diviseurs binômes de X, lesquels sont du premier degré en x, on 
formera |m(m— 1) diviseurs du second degré (258); gi» (m— 1) 
{m — 2) du troisième ; et ainsi de suite. 

357. L'identité (1) étant la même chose que a^+ Pa;^"' + 
Qjr^ + 'Rx''^ + etc.z=(x~uXx—bXx'^c)...(x—l); 
si l'on effectue la multiplication des m factemrs du second membre^ 
les coeffîciens d'une même puissance de XyàKM les deux membres, 
seront nécessairement égaux : donc, d'après la loi des produits (307), 
et en observant que les seconds termes des bhiomes que nous con- 
sidérons ici, ont tous la forme négative, on verra que, 
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1^ he eoejjieiint P eu aeeond terme de fêquaiian X = o^ prie 
en êigne contraire, eet la eomtne des m raeinet; 2^ le coefficient 
Q du troUième terme est la somme de tous les produits diffhwis 
des racines, combinées deux à deux ; 3® le coefficient R du qua- 
trième terme, pris en signe contraire, est la somme de tous les 
produits des racines, combinées trois à trois; et ainsi de suite. 
JSnfin, le dernier terme V, pris en signe contraire, si le degré 
est impair, est le produit de toutes les racines. C'est ce qu'on 
yériûe aisément d'ailleurs pour le produit des quatre binômes x 

— 4, x+l, a: — 3 et x* — 6. Et l'on trouye facilement ainsi 
l'ëqnation dont les racines sont données. 

358* Les relations que Ton vient dVtablir, fournissant m équations 
entre les m racines inconnues , ne donnent cependant aucun moyen im~ 
médiat de trouVer ces racines ; et si Ton voulait en flaire usage pour déter- 
miner Tune des racines, par Télimination des m^-i autres, on serait 
toujours ramené à une équation semblable à la proposée. Par exemple, 
soient a, 6, c, les racines de Téqualion x^ -(- P'^ -|- ^x -|- r = o ^ on 
aura donc les relations 

a + i + c = — ^, ab -{^ ac •{- bc := q et aie = — r. 

Pour éliminer 6 et c au moyen de ces trois équations , il suffit de multi* 
plier la première par a', la seconde par — a, et d^ajouter la troisième à 
la somme des deux résultats : on aura ainsi a^ -f- pa^ -f- ^a -f- r =t: o, 
équation qui est précisément la proposée où a est mis à la place de x» 
On aura toujours une équation semblable à la pi*oposée, de quelque ma- 
nière qu^on élimine deux des trois inconnues a, 6, c. 

Et c^est ce qui devait arriver ; car ces inconnues étant tontes disposées 
de la même manière dans les trois éqiiations à résoudre, et ces équations 
restant par conséquent les mêmes lorsqu^on y change a eab eib ena^ 
ou a en c et c en a; il. en est de même' de toutes les équations qui s^en 
déduisent, et conséquemment de Féquation finale. Celle-ci ne doit donc 
pas déterminer Tune des inconnues a, &, c, plutôt que les de^ autres; 
dQe doit par conséquent les faire connaître toutes les trois \ ce qui exige 
qn^elle ait trois racines et soit du troisième degré, comme Téquation en 
ar. En général, on voit que si les inconnues entrent de la même manière 
dans les équations à résoudre^ ces inconnues seront toutes racines d*uné 
inéme équation fiiale. Par exemple, si on a 

V+J?+J^+*=Ô, VX'\'Vjr'\-V%'\'XJ'\-XZ'\'J-tZ=L'-'lZf 

vxy'\-vxt'\'Vyz'\'Xyi'=.o et i;ay^«=:36; 
les quatre inconnues v^x^y^z^ seront les racines de Péquation 

I*.— i3t»-j-36 = o. 
t)e même, si je» +y + ** = 17». x^ + a:V +y^z* = 88 et ay* =5 

— 12; x%jr» et «' seront les racines de l'équation t' — 1 71* + 88<—; 
144 =:o. 
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359* On peut abaisser au second degré, chacune des équations que 
Yoici : 

9 — 14** — 84* + 2l6 = o, 

jf* — 14*' + 67** — 126* + 72 = o, 

jr* — 20jr -{" ioSjt* — 36ojp + Zt.^ = o, 

s^ — 4ojf* + SgSjr^ — 4^®** + I2i64jr — liSao = ; 

sachant que les racines sont en progression géométrique dans la première, . 
en équidifiFérence dans la seconde, en proportion dans la troisième et en . 
progression arithmétique dans la quatrième : il suffira de faire usage des 
relations établies plus haut (357), entre les racines et les coefficiens de 
chaque équation* 

De la transformation des Equations. 

' 360. Le bnt général de la transfonnation des équations, est de 
les« ramener à d'autres plus faciles à traiter; ce qui donne lien à 
plusieurs questions, dont nous allons exaniiner les plus importantes. 

Proposons-nous d'abord de tranêfomur une équation en une 
autre dont tous les eoejfficiens eoient entière, et dont celui du pre^ 
mier terme soit V unité. Pour cela, on conmience par chasser les. 
dénominateurs et par transposer les termes dans le premier mem- 
bre^ ce qui donne une équation de la forme 

Ensuite, on pose a: = ^, et il Tient 

jfw=i + jpr=r + j^m-a i r-îî- + ^ = o) doù 

équation demandée dont les racines sont N fois plus grandes que 
celles de l'équation proposée (l),.car^=îî^. Ainsi pour trams- 
former une équation en une autre dont tous les coefficiens soient 
des nombres entiers, et celui du premier terme VuniU, ilfaui, 
après avoir chassé les dénominateurs, et avoir transposé, égaler 
^inconnue à une autre divisée par le coefficient N du premier 
terme; calcul qui revient à multiplier les coefficiens^ à partir du 
second terme, par N°, N', N', ..., N"*"". • 

Soit, par exemple, x* — |x' + fr* — |x ^* J =z o; on en dé* 
4^ira d^aJ>ord 12«^— - 8x^4" ^^^^ — 8;i7— 42 ;= i^^ faisant ensuite 
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X = -^^y c'est-à-dire 9 multipliant les coei&ciens 10^ 9, et 42 par 
12; 12* et 12^; il Tiendra la tranêformée 

/_ 8/ + 120^*— 1296r — 72576 = 0. 

361. On pent quelquefois obtenir nne transformée ayant des 
coeificiens plus simples que par la méthode précédente : il suffît , 
pour cela , dans x ^=^jr * D, de prendre D égal au produit detfac^ 
teurs première de N^ affectés ^expoeane tehj que D^ ne soit pas 
moindre que N. Dans l'exemple précédent, on prendra am:^, 
et la transformée sera j-^ — ij-^ -j- SOj-* — 162^- — 4536 = 0. 

D'après cette méthode, si l'on avait les équations 

3 ' 36 72 4 ' la 9 * 108 ' 

on poserait xzz:^ dans la première et jr^^V^ ^^^ ^ seconde. 

Si l'on avait a:^ — 1^^ + tî^' + t|ô^ — ^ = 0; ^^ prendrait 

362. Etant donnée une équation, trouver sa réciproque. 
Soit^x^+Vjt^' + Qa^'^'] l-Tx + U = o l'équation 

donnée. Si l'on fait x:z2-y les plus grandes valeurs de x répon- 

dront aux plus petites de^, et réciproquement : la transformée 
sera donc la réciproque de la proposée, et deviendra 

Ce calcul revient, comme on voit, à distribuer les puissances de 
jr en ordre inverse de celles de x. Et si l'on veut en outre chasser 

le coefficient U, on posera xzzz^y transformation qui ranplit d'un 

seul coup les deux conditions imposées. 

363. Faire évanouir le second terme &une équation^ 

Soit Nx'^ + Px^' + Qx^'H h Ta? + U=o l'équation 

proposée. Prenons x^s^jr^^-^j développons, d'après la formule du 
binôme, et ordonnons par rapport i^^ nous anrona alors une 
transformée en j^ de la forme 

P*, (y, R', etc., étant respectivement du premier, du second, du 
troisième, ..., degré en u. Et à cause de^=i: J7 — », les racines 
de cette équation sont é^/àxs k cdles de la proposée X =0, doni- 
nuées de » chacune. Pour avoir P en »; il «nuira de dëvdepper les 
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denx premiers tennes de N {y-^-uf^ et le premier de P (^-J-u)'"'*', 
ce qui donnera P' = wiNw + P. Il est clair qu'on peut toujours 
supposer à u une valeur propre à satisfais à l'équation mNu -|- P 

=03 et cette valeur est uzr. rj. Puisqu'elle donne P'=ro, a: 

rz: r ^—tJ?, et fait évanouir le second terme de la transformée en 

jTi on voit que pourfcdre éUsparaitre le second terme tune équa- 
tion j il faut y remplacer f inconnue par une autre j augmentée 
du quotient u qu^ou obtient en divisant le coefficient du second 
terme, pris en signe contraire j par le produit du coejfcienf et de 
Vexposant du premier terme. 

Veut-on, par exemple, faire évanouir le second terme de l'équa- 
tion 2j;^— 4ar'+6:c»— 7=x)? 

On posera uzzi — 7=1 et x 'zr.jr-^u. Il restera oisuite à calculer 

les cœfilciens de k transformée en jr. Or, c'est k quoi l'on parvient 
assez simplement par la méthode des dérivées. Car au lieu de chan- 
ger xeïijr-\'U dans l'équation proposée, il revient tout-à-fait au 
même d'y changer :r en u +^, ou encore xesix +^, pourvu 
qu'alors a; ait la valeur particulière assignée à u^ savoir \, Dans ce 
cas, d'après ce qu'on a vu plus haut (337), la transformée ordon- 
née par rapport aux puissances ascendantes de j*, sera 

équation dans laquelle on a, à cause de 0:=;, 

X = 2ar^ — 4a-* + 62:' — 7 = — f, 
X, = 8âr' — 12.r' + lOar = 3, 
X, = 24a?' — 24ar + 10 = 4, 
X3 = 48r — 24 = 0. 

;La transformée en^ se réduit donc, par ces valeurs, à 

V+2r'+3r-f=». 

équation dans laquelle manque le second terme, c'est-à-dire celui 
aéecté de J^^ 

364. Au lieu de faire disparaître le second terme, on pourrait 
demander que l'équation fût privée du 3™® ou du 4™", etc. Il suffit 
pour cela , de poser Q' =r o ou R' = o ; ce qui conduit à résoudre 
une équation du second degré en u ou du troisième; et alors il y 
aura |dusieurs valeurs de i«, si elles ne sont pas imaginaires, pro~ 

i5 
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près à rësondi'e la question. Enfin si l'on vent faire disparaître le 
dernier terme, il faudra poser U' = o, équation qui n'est que la 
proposée X = o, dans laquelle on a remplacé x par u\ En effet, 
égaler à zéro le dernier terme de la transformée en y^ terme qui est 
le produit de toutes les valeurs de y y c'est supposer nulle une de 
ces valeurs \ la valeur correspondante de x est donc xznu. 

365. Lorsqu'on change x enu -f- J" ^^^^ l'équation X = o et 
•que u est une quantité littérale, la méthode des fonctions dérivées 
-conduit le plus simplement possible aux coefficiens de la transfor- 
jQiée en^; mais si u est un nombre donné et l'équation Xz=:o 
numérique, la méthode la plus simple, pour calculer ces coeffidens, 
est celle des dùnaions Buecenvoes, que nous allons faire connaître. 
Soit X = o , ou 

nne équation numérique, dans laqueUe on veut faire x zizu^jr 
ou j^ = j? — u. On divisera le polynôme X par x — u^ ce qui don- 
nera un quotient A et un reste R^ , indépendant de :r; on divisera 
A par X — », le quotient B par x — u, et ainsi de suite, jusqu'au 
dernier quotient, qui sera nécessairement N. De sorte que les restes 
étant A^, R^, R3, «.., R^, on aura, àcausede^=:r — u, cette 
suite d'identités: XniR^-j-A;^; puis 

A=R,+B^, ou X=R,+R^+Bj-'; 

B=R3 + Cr, ou X=R,+R^4-R3r'+C/; 
C=R^+Dr, ou X^R.+R^^+Rj^'+R^^'+D/. 

Continuant ainsi, il est évident qu'on aura, pour la transformée 
enjTy X ou plutôt 

Maintenant, pour calculer numériquement et de la manière la plus 
-simple, les coefiiciens R.j R,? R3) •••9 Rg^^ il suf&t de se rappeler 
la loi des quotiens et des restes, établie plus haut (353). On for- 
mera donc un tableau de plusieurs lignes de nombres, positifs ou 
négatifs. JLa fremùre ligne se compesera des coefficiens de V équa- 
tion proposée, écrits avec leurs signes; le premier terme de char 
eune des autres lignes, ^era le même que celui de la première; et 
chaqvs terme suivant Xune même ligne, sera le produit du terme 
immédiatement à gauche multipUé par la valeur de n, joint au 
terme immédiatement au-dessus; ayant soin toute/bis de suppri" 
mer par la pensée^ le dernier terme à droite de chaque, ligne, à 
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partir de ta teeondâj pour passer à la suivante. Les derniers 
termes ainsi obtenus, depuis la seconde ligne jusqi^à la demikre, 
inclusivement, seront les valeurs des coeffieiens R,, R,, R3, ... , 

Et comme les multiplications et les additions on soustractions , 
pourront bien des fois s'effectuer mentalement et sans chifirer; et 
que même j lorsque u vaudra 1 ou — 1^ tout se réduira à de sim- 
ples additions ou soustractions ; on voit qu'on n'aura pour ainsi dire 
d'autres peines^ que celles d'écrire les nombres du tableau, et on 
trouvera ainsi la transformée de la manière la plus simple possible. 

Pour s'en convaincre , soit à faire disparaître le second terme de 

l'équation x''— 12x^ + 11 x'—Qx +1 = 0, 

On aura d'abord m = 3 et ar=z:j^+3 ouj^=x — 3. Appliquant 
la métbode précédente, on aura ce tableau : 

Goefficiens proposés. . . 1 — 12+17 — 9+7; 

!'• division par X— 3. 1— 9— 10— .39— -IIO; R,=— 110; 

2» division 1— 6—28—123; il,=— 123; 

3« division 1— 3—37; Rjzz:— 87; 

4« division 1+ o; ^4=0* 

Ainsi on a, pour la transformée en j^, l'équation 

— 110— 123j— 37^'+jr*=o. 

C'est aussi ce qu'on trouverait, mais beaucoup moins simplement, 
par la métbode des dérivées. La métbode des divisions successives, 
étant donc la plus simple et la plus facile, nous l'emploierons dé- 
sormais poiir calculer la transformée qui résulte de la substitution 
de tf +^ au lieu de x, dans une équation numérique, u étant un 
nombre donné, positif ou négatif. 

366. La disparition du second terme d'une équation, a générale- 
ment pour but de rendre la transformée plus facile à résoudre que 
la proposée, comme on le verra dans les équations générales du 
troisième et du quatrième degré. £t c'est aussi ce qu'on peut ob- 
server sur celles du second ; puisque de cette manière l'équation 
complète se réduit à deux termes. C'est encore ce qui a lieu dans 
l'équation que voici : 

x^^ 5j?^+ a?^— 16x'— 20x — 16 = o. 
Pour en faire disparaître le second terme, on posera a;=— 1 -^y 
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ou ^:=x-f- 1 ; puis on formera le tableau, comme il est prescrit 
(366): 1+6+1 — 16—20—16; 

1 + 4—3—13— 7—9; d'où R,=— 9; 

l + 3_6— 7+o; d'où R, = o; 

1+2—8+1; d'où R3 = l; 

1 + 1 — 9; d'où R^=— 9; 

l + o; d'où R5=0. 

De sorte qu'on aura, pour la transformée en^, 

/-8/+y-9 = o, ou (y-d)(/+l-) = o, 
équatioD. facilement résoluble, et par suite k proposée. 

Gela tient à ce qu'en faisant disparaître le second terme de la 
transformée, le cinquième disparait aussi. Mais on ne saurait comp- 
ter généralement sur la disparition de plusieurs termes, pas même 
lorsqu'on pose a:r=:^+î«+», parce qu'alors m+» se comporte 
<M)mme une seule indéterminée. Il arrivera même que si l'équation 
manque de quelques termes, ces termes reparaîtront dans la trans- 
formée, n ne peut disparaître un autre terme avec le second, que 
quand il existe une relation particulière entre les coeffîciens pro- 
posés; ce qui n'a lieu que fort rarement. 

Enfin , nous laissons à Vérifier que la disparition des seconds 
termes , dans les équations x^ — 10j;*+ 7x + 4a: — ^ 9 :== o et 
3ar'+15a:'+26ar— 3=0, fournity— 33/— 118^-152^ 
— 73 = oet27/=152. 

De même, si l'on fait disparaître le second terme de l'équation 

x*— 3to*+(35'— û'- l)a:+o'^+o+ô— **=o, 

on trouvera 

y_^o'+l)^+a=o, ou (jr—a)(y+ax—l)z;:ziK 

Limites des Racines réellçs. 

367- ^oxkT abréger les calculs, dans la résolution des équations 
numériques, il est essentiel d'avoir des nombres les plus,rapproçhés 
possibles, deux positifs et deux négatifs, entre lesquels se trouvent 
•comprises toutes les racines réelles, positives et négatives, de l'équa- 
tion proposée. Ces nombres sont dits /m I4miies^àe& racines; les deux 
plus grands, en valeurs absolues, l'un positif et l'autre n^atif , sont 
les limites iupirieuresj et les deux autrea, les limites ùi/érieure». 
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On doit toujours tâcher d'obtenir les moindres limites supérieu- 
res et les plus grandes inférieures. Or, c'est à quoi l'on parvient 
aisément, dès que l'on connaît la moindre limite supérieure dés 
racines positives. En effet ^ 

1^ Si dans l'équation proposée X = o, on fait a? = -, ce qui 

donnera la transformée Tn: o (362) ; il est clair qu'aux plus grandes 
valeurs positives de j*, répondront les plus petites de x, et récipro- 
quement. Ainsi L étant la moindre limite supérieure des racines 

positives de Y=:o, d'où j*<^L, on aura x^y^ei =• sera la plui 

grande limite inférieure des racines positives deXuzo, 

2° Si dans l'équation Xrzo, on fait xz:z — jr^ ce qui donne 
la transformée T=i=o, qu'on trouve en changeant simplement les 
signes des termes à exposans impairs dans X 3 il est visible que les 
Valeurs négatives de x répondront aux valeurs positives de ^, et 
réciproquement. Si donc L' est la moindre limite supérieure des 
racines positives de Y=:o, — U sera la moindre Umite numèri-* 
quement suphieure des racines négatives deX.:^o. 

3® Enfin, si dans X = o, on pose am: , et qu'on cherche 

la moindre limite supérieure L des racines positives de la transfor- 
mée Tzzo, *— ^ Mra la plus grande limite inférieure des racines 
négatives de X zr o. 

368. On voit que le problème des limites se réduit à trouver, 
sans résoudre Véquation proposée, la moindre limite supérieure 
des racines positives, c'est-à-dire le nombre entier qui surpasse le 
moins possible la plus grande racine positive. Or, ce problème peut 
être résolu par diverses méthodes, qui fournissent des solutions 
plus ou moins simples^ suivant les équations particulières. 

D'abord il est clair que le Cas le plus défavorable a lieu lorsque 
tous les termes de l'équation proposée sont négatifs , à partir du 
second, comme dans 

Dans ce cas, prenant les racines l""*», 2«, 3«, ..., wi«, des coefïi- 
ciens P, Q, R, •••, U, puis considérant la plus grande de ces raci- 
nes , qui sera, par exemple, J^R = r; on aura évidemment P < ^, 
Q<^r*, R = r', ..., U"</^j et la partie négative de l'équation 
proposée, sera moindre que 
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Par consëqaent, la partie positive surpassera la partie négative; si 
l'on choisit la valeur de x de manière qu'on ait 

Tjijjn^d£llZ!^^ ou Na^(x— r)>r(a:^— f^). 

Or, il est clair que cette valeur de x est donnée par l'équation 

Nx"*(a; — r)=:rar"*5 elle est donc a?=:^-|-r, ou encore a:=2r. 

On voit bien, effectivement, que 2r, ou tout nombre plus grand; 
mis à la place de Xy rend positif le premier membre de l'équation 
proposée 3 car pour a;=:2r+ar, ce premier membre devient 

N(2r+gr)^ — < ^ ^ !_ 

Ainsi 2r est une limite supérieure des racines posHives de Viqua- 
tien proposée. 

Soit , par exemple, l'équation x^ — 3:r^+ 8x^ — 25ar*+ ix 
— 39 z=: o. n est clair que 3 surpasse la plus grande des racinçs 
1/3, 1^25 et 1^39; donc 2-3 ou 6 est la limite supérieure. De 
même, dans l'équation 3x^ + 22x' — 220x" — 1304a: + 960 
=0, 15 surpasse la plus grande des deux racines 1/^20 et [^1304; 
donc -^ -{- 15 ou 20 est la limite supérieure des racines positives. 

369. La limite =^ -f- r est la plus simple pour certaines équa- 
tions ; mais pour d'autres, les limites que nous allons calculer, sont 
plus petites, et doivent lui être préférées. Soit A — B rro xmc équa- 
tion de degré tn, dans laquelle A désigne la somme de tous les ter- 
mes positifs, et B celle de tous les termes négatifs. Soit S le plus 
grand coefficient et n lé plus grand exposant, pris parmi les termes 
négatifs ; la somme B de ces termes sera donc moindre que si tous 
les coeffîciens étaient égaux au plus grand S d'entre eux 3 et on aura 
B < Six^'+x^"' + ... + a:' + a: + 1) ; d'où 

B<Ëf!l:ilîetB<S^-^^ 



X 1 

Soit "BlxT un terme positif de l'équation proposée, dans lequel 
r ^ «; il est clair que A ^ ^afy et que A surpassera B, si l'on 
choisit la valeur de x de manière qu'on ait 

^>ï^' ou(.r-l)x--'»->|...(I). 
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Or, cette inégalité sera satisfaite, si l'on pose {x — l){x — 1)''-*'*""» 

= - ; d'où X = 1 + /a racine (r— n)» dp ^ = L : et tonte valeur 

de X plus grande que la précédente L, satisfera, à plus forte raison, 
à l'inégalité (1) ^ et donnera conséquemment A ^ 6. D'où il suit 
que L, ou tout nombre plus grand, mis à la place de Xy dans l'é- 
quation A — B = o, rend la partie positive A supérieure à }a partie 
négative B, et donne constamment A — B ^ o. Donc L est une 
limite supérieure des racines positives de V équation proposée. 

Si R r=: 1, c'est-à-dire, si JR. est le coefficient du premier terme 
à^ de l'équation A — B^oj on aura rznm, et ht limite supé^ 
Heure des racines positives sera L=: 1 -f- 2a racine (m — n)^ 
de S. D'ailleurs, cette racine étant nécessairement moindre que S 
(à moins qu'on ait nzzzm — 1); la limite sera, à plus forte raison, 
1 -|- S, ou V unité augmentée du plus grand coefficient négatif. 
De sorte que 1 -(-S, mis à la place de x, rendra toujours le pre- 
mier terme 3^ de l'équation, plus grand que la somme arithmé- 
tique de tous les autres. 

Soit l'équation x^ + lOx* + 8r^ — 7r" — 12x — 40 = o : 

G 

d'après la limite L =z 1 ^- la racine (»•— w)« dé ^, il est clair que 

dan» cette équation, on aura toujours a?<^ 1 + 1/4 ou a:-<3; 
c'est-à-dire que la plus grande racine positive est moindre que 3. 
La seconde limite 1 + la racine (m — n)" de S, donnerait x^C^l 
-j- 1^40 ou a: •< 5 ; et la troisième 1 + S fournirait a? <^ 41. 

370. Quand il ne s'agit que de propositions générales, on pré- 
fère la limite l^S, parce qu'elle se r'>rme à vue et sans aucun 
calcul. Mais lorsqu'on procède à la recKerche des valeurs numéri- 
ques des racines , il importe beaucoup de prendre la plus petite des 

#* S 

trois limites : :j^ -J- r, 1 + Za racine (r — n)*» cfo ^ et 1 -(- Za racime 

(m — n)*» (fo S. On doit même tâcher de s'en procurer une plus 
petite que ces dernières ; et c'est à quoi l'on parvient souvent par 
une transformation exécutée sur f équation proposée. Par exem- 
ple, l'équation x — 5ar^ — 13j;'-|- 17a.' — 69 iz: o, étant mise 
sous la forme a:' (x* — 5a? — 13 ) -f- 17 (x' — ?f ) = o, on voit 
que si la moindre valeur positive de x, qui rend nul le trinôme x* 
— 6x — ' 13, rend positif le binôme x^ — ^, cette moindre valeur 
sera une limite supérieure. Or, a:* — 5a? — 13 = o donne a?=-^ 
et a? = — I : et comme ( îr)' >• ??> 2 s^ensuit que x^7p dans 
l'équation proposée. 
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371. La méthode dei irantfçrmaiioni consiBley comme on Toit, 
à décomposer le premier membre en plusieurs produits de deux 
fadeurs, dont le premier soit un monôme positif et le second un 
binôme ou un trinôme en x ; puis k déterminer x de manière que 
tous les facteurs entre parenthèses soient positifs. 

Par exemple, l'équation 

a:^-^20ar^+260ar^+3a:'--1000x"—40000x— 8600=0, 

peut s'écrire comme il suit : 

a:^(x'-20ar+I00)+160a?*+3ar'-1000:p'-.40000x-8e00=;;:0. 

Or, le trinôme x* — 20j:+100 étant le carré de x — 10, sera 
positif pour toutes les valeurs réelles de X'y donc il suffit de prendre 
X de manière que 160j7* soit ^ que la partie négative ; on doit 
donc faire usage de la première limite (369), et on verra que x-*^ 

Considérons encore l'équation 

x^—10x^—llx^+7x^^29x + S6 = O', 

elle devient a:'(ar*— 10:c— ll) + 7(ar'~^;p+6) = o. 

Les racines de x*-^ ^x -|- 5 = o étant imaginaires, le second 
trinôme sera positif pour toutes les valeurs positives de j:; il sui&t 
donc de chercher les valeurs de x qui rendent nul le tfinome x* — 
IOj: — 11. Or, ces valeurs sont j:rz:ll etxzzz — 1; 11 est donc 
la limite supérieure des racines positives de l'équation proposée. 

L'équation x^ — 8x^ + 17i:^ — 30x^ + SOOa:" — 480a: + 40 
= G, devient x^ (x^ — 8x+ 17) — 30a: (x' — lOa: -f 16) + 40 
= o. Le premier trinôme sera toujours positif et plus grand que 
le second^ si donc on prend a: =:30;r, d'où a:<^4, le premier 
membre sera nécessairement positif; 4 est donc une limite supé- 
rieure des racines positives. 

372« La méthode qui fournit là limite la plus simple, bien quVUe 
donne lieu à des calculs assez longs, est celle des dériuées successives^ 
due à Ifewton. Voici cette méthode : Dans Téquation proposée, faisons 
.T == u "hj^i ^ étant quelconque \ la transformée sera (337) X-f-X,^-f~ 
jXa^' + ... -f-Nj'"*=o. Prenant l'arbitraire u telle que tous les coeffi- 
cîens X, X,, X,, etc. soient positifs, aucune valeur positive de^ ne 
pourra satisfiiire à cette équation ; les valeurs réelles de x correspondent 
donc à des racines négatives de y =a: — u\ u sera donc plus grand que 
X» D'où il suit que tout nombre u , gui^ mis à la place de x dans Véquom 
tion Xr=;o ec dans ses dérivées successives Xj, Xa, etc., n^en rendau^ 
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eune nigatwe^ est taiê limite supérieure des racines pQsititfes de cette 
équation» 

Par exemple, soit l^iqimtîoa 

Comme u est un signe indéterminé, on peut conserver la lettre x dans la 
formation des polynômes dérivés, et il vient 

X = s^— 5x' — €ar'— 19* + 7, 

Xj=:4«^ — l5ar' — 12JP — 19, 

iX^ = 6jr* — \Ss — 6, 

On voit que x-=zi rend le dernier polynôme positif: a Substitaé dans 
le polynôme du second degré, donne un résultat négatif; il en est de 
même de 3 ; mais 4 ou tout nombre ^ 4 1 donne un résultat positif : 4 
substitué dans le polynôme du 3* degré, donne un résultat négatif, mais 
5 donne un résultat positif; et il eii serait de même de tout nombre plus 
grand. Enfin, 5 substitué dans X, donne un résultat négatif, et il en est 
de même de 6 ; mais àr = 7 donne un résultat positif. Donc 7 est la limite 
supérieure des racines positives de la proposée ; et c^est la plus simple en 
nombre entier, puisque x=^6 donne un résultat négatif* 

De Vexistence des Racines réelles* 

373. L'existence des racines réelles d'nne équation est fondée 
sur le principe que voici : Si deux nomhrea substitués à la place 
de %, dans une équation numérique, donnent deux résultats de 
signes contraires, ces deux nombres comprennent au moins une 
racine réelle de la proposée. 

Soit Nx^+Px^'^-Qa:''*-*+-..+Tr4^U=o l'équation. 
Son premier membre renfermant en général des termes positifs et 
des termes négatifs, désignons par A l'ensemble des termes positifs, 
et par ' — B l'ensemble des termes négatifs^ l'équation prend alors 
là forme A — B :zz o* 

Supposons d'abord que les nombres p et q, substitués à x, soient 
positifs, et qu'on ait p-^^r; supposons de plus que x=ip donne 
un résultat négatif ou A<^B, et que x=q donne un résultat po- 
sitif ou A ^ 6. Comme les quantités A et B ne contiennent que 
des termes additifs, et des puissances entières et positives de x^ il 
est clair que ces quantités croissent l'une et l'autre à mesure que 
X augmente : concevant donc que l'on fasse croître x par degrés 
insensibles, depuis p jusqu'à q, les quantités A et B augmenteront 
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aussi par degrés insensibles [*), Cependant, poiscpie À, d'abord 
plus petit que B, derient ensuite plus grand, il faut nécessairement 
qu'il ait un accroissement plus rapide que celui de B, qui détruise 
insensiblement l'excès que B avait sur A, et finisse par produire un 
excès en sens contraire. On conçoit, d'après cela, que du passage 
deA<^BàA^B,il doit y avoir un point intermédiaire où A de- 
vient égal à B ; donc le nombre positif qui produit cette égalité de 
A à B, donnant A — B=o, est nécessairement une racine positive 
de l'équation proposée A — B = o. 

Supposons maintenant. que les nombres substitués à x soient 
négatifs, et posons xzzi — jr : il est clair qu'en Êdsant j'^zp et 
j"='qy dans la transformée, on aura précisément les mêmes résul- 
tats qu'en faisant xzrz — p et arm — q dans la proposée; on aura 
donc deux résultats de signes contraires. Par conséquent, d'après 
ce qu'on vient de voir, l'équation en jr aura au moins une racine 
réelle positive, comprise entre ^ et ^; donc l'équation en x aura 
au moins une racine réelle négative entre — p et — q. 

Enfin,' supposons que les deux nombres substitués à x^ soient 
l'un positif et l'autre négatif; en faisant jt-zzo dans l'équation, 
son premier membre se réduit à son dernier terme, qui est néces- 
sairement d'un signe contraire à cehii que donne x =jp ou â? = 
«— ^; il y a donc au moins une racine réelle comprise entre o et pj 
ou entre o et — q. 

On voit donc, dans tous les cas, que si deux nomhres eie. 

374. Il est bon d'observer qu'il pourrait exister plusieurs racines 
réelles a, by c, etc., entre les deux nombres substitués |7 et q. Or, 
soit f (x) le produit des facteurs simples en x correspondant aux 

(*) En efiet, considérons le polynôme A, par exemple, soil fait i=a 
et or =a + u , les rësuUats A' et A'.+ Ba + Ca' + Di*' + etc. ont pour 
difierence u (B -^ Cu-f~ ^^0 \ il s^agit de trouver pour u, ime valeur qui 
rende cette difierence moindre que toute quantité k donnée. Tout est ici 
positif, u très-petit et <i ; donc 

Il (B + Ctt + etc.)<« (B + C + etc.). 

Si donc on prend pour u une valeur telle, que u (B -|- C 4" etc..) = hy 
valeur nécessairement finie et au-dessus de o , on aura réellement la dif- 
férence u (B -)- Cu -)- etc.) ^ ^. On peut donc toujours donner à x une 
suite de valeurs telles , que les polynômes A et B croissent de quantités 
aussi petites qu^on voudra, et finissent par différer Vun de l'autre d'une 
quantité moindre que toute grandeur donnée. 
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racines réelles non interceptées et aux racines imaginaires. Le pre- 
mier membre de l'équation proposée sera nécessairement de la forme 

f(x)(a: — a)(jc — V){x — e)(x — d) .... 

Substituons maintenant peïqkhi place de x^ nous aurons 

f(î)(î-«)(î- J)(î-0(î-'ï) •••. (2) 
Les deux quantités f (p) et f (^) sont nécessairement de même signe^ 
puisqu'autrement, en vertu du principe précédent, f (a:):zio au- 
rait au moins une racine réelle comprise entre ^ et ^; ce qui est 
contre l'hypothèse. 

Cela posé, p étant supposé moindre que g, et les racines a, ^, 
Cy etc., se trouYant entre jp et ^, il s'ensuit que^? est moindre quo 
chacune de ces racines et q plus grand ^ donc tous les facteurs ^— • 
a, ^ — hyq — (?, ..., sont positifs, et le produit (2) a le même signe 
que £(jEJ) ou que f (p) : tous les facteurs p — a, p — ft, p — <?, ..., 
sont négatifs ; donc suivant que le nombre de ces facteurs est impair 
ou pair, le produit (1) a un signe contraire ou un signe pareil à 
celui de f (j»), c'est-à-dire à celui du produit (2). Par conséquent, 
suivant que le nombre des racines réelles j comprises entre les 
nombres substitués p et q^ est impair ou pair, les résultats (1) et 
(2) des substitutions sont de signes contraires ou de même signe. 

On voit par là que si deux nombres substitués à la place de x, 
dans une équation, donnent deux résultats de signes contraires, ils 
comprennent au moins une racine réelle, mais ils peuvent aussi en 
comprendre un nombre impair quelconque, et s'ils donnent deux 
résultats de même signe, ou ils n'interceptent pas de racines, ou 
bien ils en comprennent un nombre pair quelconque. 

375. CoRSÉauENCES ihfortahtes. Toute équation de degré im- 
pair, dont les coeffieiens sont réels, a au moins une racine réelle 
de signe contraire à son ^mier terme. 

En effet, soît Na:'^4- Par^"' + Qx'^"*H f-Tar + U = o 

l'équation proposée, et considérons d'abord le cas où le dernier 
terme est négatif. En faisant xz::zo dans l'équation , le premier 
membre se réduit à — U : d'un autre côté , si l'on substitue à la 
place de a:, S -)- 1 , c'est-à-dire le plus grand coefficient de l'équa- 
tion augmente de l'unité, le premier terme 'Nx^ sera positif et plus 
grand à lui seul que la somme arithmétique de tous les autres ter- 
mes (370) 3 le résultat de la substitution sera par conséquent positif. 
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Donc il y a an moins une racine réelle comprise entre o et S -(- 1, 
kqnelle racine est positive, c'est-à-dire de signe contraire an dernier 
terme. 

Supposons actuellement le dernier terme positif; en faisant ton- 
joors :r = Oy on trooTe pour résultat -{- U : mais en mettant pour 
X, — (S-f-1), on obtiendra nécessairement un résultat négatif, 
puisque le premier terme Nx"* devient négatif par cette substitu- 
tion, et donne son signe à toute l'expression (370) : donc l'équation 
a au moins une racine réelle comprise entre o et — (S -)- 1)> c'est- 
à-dire négative ou de signe contraire au dernier terme. 

376. Toute équation de degrS pair, à coefficiens réels, dont le 
dernier terme est négatif, a au moins deus racines réelles, Vune 
positive et Vautre négative. 

En effet, soit — U son dernier terme; en faisant rr=o, on 
trouve pour résultat »-U; mais en substituant à x, soit S-f-l, soit 
— (S-J- 1) , S étant toujours le plus grand coefficient ; alors, comme 
TU est pair, le premier terme l^x^ sera positif : d'ailleurs il devient 
plus grand, par ces substitutions, que la somme de tous les autres 
(370) ; donc les deux résultats sont positifs et de signes contraires 
à celui que donne xzizo. Ainsi l'équation a au moins deux racines 
réelles, l'une comprise entre o et S-j-l ou positive, et l'autre entre 
o et — (S -|;-1) ou négative. 

377. En rapprocbant les conséquences précédentes, on voit qu'il 
est prouvé, sans se fonder sur le théorème du n^ 352, que toute 
équation a au inoins une racine réelle : le seul cas où cette propo- 
sition ne soit pas démontrée, est celui où le degré de l'équation est 
pair et le dernier terme tJ positif; car alors, en substituant k Xy 
S-f-1 ou — (S-(-l),les deux résultats sont positifs et de même 
signe que le nombre U fourni par xznoi donc on né peut rien en 
conclure pour l'existence d'une i*àcine réelle. Mais si dans ce cas , les 
racines de l'équation ne sont pas réelles, on conçoit du moins qu'elles 
peuvent être imaginaires , comme on le voit dans les équations du 
second degré. On est donc fondé à admettre le principe que toute 
équation a une racine. C'est d'ailleurs ce qu'on pourrait démon- 
trer, si la cbose n'était complètement inutile, d'après les considé- 
rations du b9 361. La démonstration la plus élémentaire de ce 
principe se trouve dans l'Algèbre de MM. Mayerei Choquet, Paris 
1832 ; mais elle est encore fort compliquée. 

378. Lorsqt^un polynôme H, fonction de x, égalé à zéro, n*a 
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pa$ ék radn^ê rSeîlei, il conserve le signe de son premier terme, 
quelque nombre qu'on y substitue pour x. Car on peut toajonrs 
donner à x une valeur telle , que le premier terme Nx"* surpasse la 
somme de tous les autres (370) \ et alors le polynôme aura le signe 
de ce premier terme. Si ensuite une autre valeur substituée à x 
pouvait changer le signe du polynôme X, l'équation X = o aurait 
au moins une racine réelle comprise entre les deux nombres subs- 
titués \ ce qui est contre l'hypothèse. 

La réciproque de ce théorème est fausse , c'est-à-dire que des 
polynômes en x^ qui ne peuvent jamais changer de signe ^ sont 
quelquefois réduits à zéro par des valeurs réelles de x. L'équation 
(x — 3)^ (x — 1)* = est dans ce cas. 

379. TotUe équation qui n*a que des permanences de signe, 
c'est-àdire dont tous les termes sont positifs, ne peut avoir pour 
racines réelles que des nombres négatifs; car tout nombre positif 
mis à la place de x^ rendrait le premier membre essentiellement 
positif. 

380. Toute équation complète dont les termes sont alternative- 
ment positifs et négatifs, c'est^-dire qui n'a que dfis variations de 
signe, ne peut avoir pour racines réellee que des nombres positifs; 
car il est aisé de recQxmaitre que tout nombre négatif mis à la place 
de X dans la proposée, rend tons les tennes positifs, si l'équation 
est de degré pair> et tous les termes négs^ti&, si l'équation est de 
degré impair. Donc, dans ajucun cas, la somme des ternies ne peut 
devenir nulle. 

n en est de même de toute équation incomplète, telle que, si 
l'on y change x^en — ^^ il en i;ésulte un/e transformée n'ayant que 
des permanences. 

De la recherche des Racines çommensurabks. 

381. Nous observerons d'abord que toute équation dont le 
premier terme a pour coefficient f unité et dont tous les autre» 
eoefficiens sont des nombres entiers, ne peut avoir pour racines 
commensurables que des nombres entiers. 

Soit, en effet, l'équation X=i:o, ou 

x'^ + Px^-' + Qx'"— +...+Ta? + U = o, ... (1) 

da^s laquelle P, Q, •.., T, U^ sont des no^lbrQB entiçrs; et syppo- 
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sons qu'elle puisse aroir pour racine une fraction commensnrabie 

et irréductible ~; nous aurons par conséquent 
Multipliant par c'""'', et transposant, il viendra 



— =: — Po^-' — Qca'"-» Tac^— — Uc^ 



—i 



Or, e étant premier avec a, c est premier avec chacun des facteurs 
du produit €^\ c ne divisera donc jamais ce produit; l'équation 
précédente est donc impossible, puisque le premier membre est une 
fraction et le second un nombre entier. Ainsi l'équation ne peut 
avoir pour racine une fraction commensurable et irréductible. 

382. Et comme on peut toujours ramener une équation dont 
les coeffîciens sont des fractions rationnelles, à une autre dont les 
coe£Qciens sont entiers et le premier l'unité (360), on voit que la 
recherche des racines commensurables d'une équation, se réduit à 
trouver les racines entières de la transformée. 

Considérons donc les équations de la forme (1). Soit a une racine 
entière de l'équation (1); si on y fait x:=za, elle sera satisfaite, et 

en divisant de part et d'autre par a, on aura — égal à un nombre 

entier ; ainsi Us racines entthret de eeite équation j sont comprise» 
parmi les diviseurs du dernier terme U. 

De plus , si on trouve zéro pour la somme de tous les coefficienSj 
l^pris avec leurs signes , 2*^ pris avec des signes contraires, pour 
teux des puissances impaires de x/jff dis que 1 sera racine, dans 
le premier cas, et — 1 dans le second. Car en posant xzizl dans 
l'équation proposée, le premier membre est la somme de tous les 
coe£&ciens, pris avec leurs signes ; et en y faisant :r = — 1, il est 
la somme des coeffîciens , après avoir changé les signes de ceux des 
puissances impaires de x (87) : donc , suivant que chaque somme 
est ou n'est pas nulle, 1 ou — 1 est ou n'est pas racine. Tels sont 
donc les caractères propres à faire trouver sur-le-champ les racines 
+ 1 et— 1. 

383. Quant aux autres racines, on les obtiendrait sans doute^ en 
remplaçant l'inconnue par tous les nombres entiers compris entre 
1 et -|-L', et — -1 et — L', +L et — L' désignant les limites su- 
périeures (367); car les nombres qui satisferaient à l'équation à 
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résoudre y seraient ainsi reconnus racines. Mais çn observant que 
chaque racine est un diviseur du dernier terme U de l'équation X 
= 0, il sera beaucoup plus simple de calculer, comme on Ta vu 
(365)^ le$ coefficienê et U reste de la division du premier membre 
X par chaque binôme, dont le premier terme soit yi et le second 
Tun des diviseurs du dernier terme \i, diviseur pris en signe 
contraire et compris entre 1 «/ + L ou •— 1 et ^^U, En effet ^ 
si le diviseur x^^a donne un reste nul, il est clair que x — a sera 
facteur de X dans l'équation Xrzo, laquelle sera conséquemment 
satisfaite par x—azziooiixzna.jye sorte que dks qu^un binôme 
donnera un reste nul, son second terme, pris en signe contraire, 
sera racine de V équation X=o. 

En outre ^ pour faciliter le plus possible les calculs, il faudra 
effectuer la division sur le quotient exact immédiatement préeS^ 
dent, dont les coefficiens sont plus simples que les proposés. Car 
si a; — a divise exactement X et donne le quotient q^ on aura X * 
(a: — «) = JT et X '(ar — a){x — b)z=iql {x — i). Si donc x — h 
divise aussi X, il en sera évidemment de même du produit {x — a) 
^ X -— & ) ; donc X — b divisera aussi le premier quotient ^ ; et il 
suffira d'essayer la division de ce quotient par x^^by pour savoir 
si b est racine. 

Enfin , dès qiâon sera parvenu à une ligne de coefficiens, de la 
forme 1 + n + p + o, ce qui suppose que x' + nx + p soit le 
quotient exact de X par le produit de tous les binômes qui ont 
divisé exactement, il sera inutile de continuer les divisions pour 
avoir les autres racines : il suffira, à cet effet, de résoudre Véqua^ 
tien x?-|-nx-]-p = o; laquelle donne nécessairement X=:o, 
puisque x'-J^tut-J^i? est un facteur de X. 

Pat ces procédés^ la détermination des racines entières devient 
très-simple et très-£3icile. Néanmoins^ lorsque le nombre des divi- 
seurs du dernier terme , compris entre les limites -f-L et — U, est 
considérable, il importe de restreindre ce nombre, afin de diminuer 
celui des divisions inutiles. On a donné, pour cet objet, une règle, 
dont nous ne ferons pas usage; parce qu'il sera beaucoup plus sim- 
ple, pour diminuer les essais inutiles, de commencer à diviser par 
les binômes, dont Us seconds termes soient les plus grands possi- 
bles, eu égard aux limites^ Car alors les derniers termes des quo- 
tiens exacts, étant les plus petits possibles, auront nécessairement 
moins de diviseurs qu'il n'en restera à éprouver. 
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384. D'après la méthode précédente^ soit à résoudre l'écpatidii 

X* — x' — 80x' + lS8x + 432 = o. 

D'abord, il est clair que la limite des racines positives de cette écpia- 
tion, doit rendre nul le trinôme x* — x — 80 ; cette limite est donc 
moindre que 10. Il est visible d'ailleurs (367) que la limite des 
racines négatives est — (I -|-|/138) ou — 13 (369). Donc les 
diviseurs de 432, à essayer , sont : 2^ 3, 4, 6, 8, 0^ "~2, —3, 
— 4, — 6, — 9 et — 12. Ainsi on aura ce tableau : 

Coefficiens proposés. . . 1 — 1 — 80 -f 138 -f- 432; 
Division par a; — 9. .. l-|-8-— 8+ 66 + 1026; 

parx— 8... 1+7 — 24— 64 + o; 

para:+9... l--2-^ 8— o. 

On n'a pas essayé de diviser le premier quotient exact par :r+12y 
parce que 12 ne divise pas son dernier terme — 54. £t puisque les 
binômes j:— 8 et 07+9, et conséquemment leur produit {x — 8) 
(:r+9)y divisent exactement le premier membre de l'équation 
proposée, on voit d'abord que 8 et -—9 sont racines de cette équa- 
tion. Ensuite, comme le dernier quotient exact est :r*— 2jr— »6, 
il est clair que les deux autres racines sont données par l'équation 
x^ — 1x — 6 := o ; ces deux racines sont donc 1 + \/l et 1 — 
\/l\ elles sont par conséquent irrationndlesv 

On voit bien, d'après cela, conmient on résoudra les équations 

^^ — Mx' — l^x +200=0, 

x^— 6*'— 37a?" + 257x— 360 = 0, 

ar^ — ll;p^ + 32r'+ 4x'— 128x+102 = o, 

x^— 4x* — 97r^ + 472ar* + 204ar — 2ia0 = o. 

385. La méthode précédente sert aussi à trouver les racines 
égales cotnmenturahhê , qui résolvent l'équation proposée, ainsi 
que le nombre de racines de chaque espèce : il iuffii pour ceïuj de 
dùnserj autant de/oiê quHl eêtpowihh, par Un même hmome, le 
premier membre et Us quaUens ejmeis sueeess^s, en eommenpant 
par les moindres diviseurs du dernier terme. Ici on commence 
l'opération par celui des binômes qui a le moindre second terme^ 
eontrairement à ce qui est prescrit (383) ; mais c'est parce que si 
l'équation a plusieurs racines égales, son dernier terme sera divisi- 
ble par une certaine puissance de cette racine, puissance d'autant 
plus grande que la Facine l'est elle-même. Il y a (tenc Kea de penser 
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qne les racines égales se tronveront. plutôt parmi les moindres diTi- 
seurs, qu'il faut conséquemment essayer d'abord. 

G>n8idërons9 par exemple^ l'équation 

X* — 12x* + 57a:^ — 134a:' + 166ar — 72 = 0. 

Cette équation complète n'ayant qne des variations de signes, n'a 
point de racines négatives (380). La limite des racines positives est 
12; et si l'on soumet aux épreuves de la méthode^ les diviseurs x 
—2, X — 3, X — 4, X — 6, X — 8 et a?— 9, on aura, en com- 
mençant par le diviseur a?— -2, le tableau que voici : 

Coefficiens proposés .. . 1 — 12+57— 134 + 156 — 72 j 
Division par :c — 2 .. . 1 — 10+37— 60+ 36 + o> 

para: — 2... 1— 8+21— 18+ o; 

parr — 2... 1 — 6+ 9+ o. 

On voit qne le premier membre de l'équation proposée est divisible 
trois fois de suite par a? — 2, et qu'ainsi il l'est par (r— 2)^ : et 
comme le dernier quotient est x' — 6r + 9 ou (a: -— 3)*, il en 
résulta que l'équation proposée a trois racines égales à 2, et deux 
égales à 3. 

On pouvait prévoir que l'équation proposée n'a pas de racines 
égales à9|nià8, nià4; parce que les carrés de ces nombres ne 
divisent pas 72. On pouvait même s'assurer qu'elle n'a pas trois ra- 
ciaes égales à 3; puisque le cube de 3 ou 27 ne saurait diviser 72. 

Six=l oua::=— 1 avait satisflût à l'équation à résoudre, ce 
qu'on peut reconnaître immédiatement (382), il aurait fallu com-> 
mencer les divisions par x — 1 ou j:+l. Cette méthode conduit 
à trouver toutes les racines égales ou inégales, pourvu que l'équa- 
tion proposée n'ait pas plus de deux racines irrationnelles ou ima-r 
ginaires. Et c'est ainsi qu'on résoudra les équations que voici : 

/+6ar*— 5*^— 46ar" + 108 = o, 

jf«-.2x^—6ar^ + 4*» + 13x+6 = o, 
,6+4x^—3ar* -,16^3 + 11^» 4.iar_9-:o, 

,74.5/+8/_ear^_15^3_8^«^8^^4--o, 
,7^5/_24ar^ — 13/ + 7ar' — iar+36=o, 
,8 -.7,7_2*6+ 118x5 —259x4 —83x3 + 612*»— I08r— 432 = a> 
,94.2*«+x7+6x«+7x5^— 2x4+3x^+2x'— 12x— 8=o, 
,io^4jt9_.8a58«4ai:7-18xH120xH92x*-.112xMa3x«+36x+36==:a. 

i6 
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366* Soit h trouTer les valeurs de x^jr^ z qui rendent # on mininMua, 
dans les ëquations ^ = 8 (it -{-/} ^ + ^ ^^ + 4^' ^^ xyz:=: i^aS r=a. 

An moyen de la régie du n° 345 , on verra que le minimum de p té-' 
pond aux deux relations 

1 2*y = 48a + 8aj-, 
1 2 jr^* = 48a + 8ajr. 
DVù Ton tire d^abord x=:^, et ensuite, à cause de a=: 1728, 

**— 1 1 52jr — 691a = 0. 

La seule racine réelle positive de cette équation étant x= ta, on en 
déduit xr=^=r2=: la pour le minimum de 9, lequel est ^=46o8. 

Ces valeurs résolvent le problème : On veut construire une citerne à 
faces rectangulaires et de la contenance de 17280 hectolitres. Le revête^ 
ment de la surface tant du fond que des quatre faces intérieures^ sera 
pojfé i^fr* le mètre carré ^ tandis que la voûte coûtera Sfr, par mètre 
carré de projection horizontale^ et le prix pour creuser la citerne sera 
de Sfrk par mètre de profondeur. On demande quelles doivent être les . 
dimensions x^y^z^de cette citerne^ pour que sa construction coûte la 
moins possible? 

387. On sait maintenant trouver les racines commensnrables de 
tcmte équation dont les coeificiens sont rationnels, entiers ou frao 
tionnaires. Mais dans ce dernier cas, si l'on a 

9ar^ + 30a:^ 4. 22a:* + lOa:^ + I7x' — 20x + 4 = o, 

il faudra d'abord ramener l'équation à n'avoir que des coefficiens 
entiers et 1 pour celui du premier terme (361); ce qu'on fera, dans 
Fexemple ci-dessus, en posant x=:^; et alors on verra que la 
proposée a deux racines égalés à •;, deux égales à -* 2, et de plus 

les deux racines imaginaires r±: y*^ 1. 

Remarquons néanmoins que si l'inconnue proposée ne doit avoir 
que des valeurs entières, on n'aura pas à rendre le coefficient du 
premier terme égal à 1, transformation qui a l'inconvénient de 
conduire à des coefficiens parfpis trèsKîonsidérables : il suffira d'ap* 
pliquer simplement la méthode prescrite pour trouver les racines, 
entières (383). Ainsi on verra que dans l'équation ftr. -f- 5x' — « 
33a? -)~ ^8 = G, on a 07 = — 3, et en outre a; z= | et x = |^ 

C'est ainsi qu'on résoudra les problèmes que voki : 

I. Quelle est la base x du système de numération dans lequel le nom-« 
bre cinq cent trente-huit est exprimé par les caractères (4i2i3)f [Rép. 
» = 5.] 

n. Quelle est la base x du système dan» lequel 81 479) système déci- 
mal, est représenté par (456356), système cherché? £R. x =: 7.3 
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ni. Que!« sont les deux nombres tétraèdres eoiis^ati& dont la diffé-* 
rence est égale àSH? [R. Le 6* et le 7*.] 

rV. Les trois chifires d^an nombre sont tels, que lenr produit Eût 54, 
qae celui du milieu est le sixième de la somme des deux antres, et qu^cn 
les écrivant dans Tordre inverse, le nombre résultant surpasse le proposé 
de 594* Quel est ce nombre? [R. 923.3 

388* La recherche des racines entières s^applique aussi aux équations 
littérales, homogènes et à deux lettres^ parce que ces sortes d^équations 
peuvent toujours deYcnirnumérigues^ en égalant Pinconnue à Fautre lettre 
multipliée par une nouveUe inconnue* C^est ainsi qu^en posant x = ajr^ 
on résoudra les équations : 

sP — Sax^ -f- tt'jr^ -f- 25a x — aGaV — 20a x + 24» = 0. 

On peut aussi décomposer un polynôme en facteurs, en cherchant les 
valeurs entières dVne lettre, après avoir égalé ce polynôme à zéro. Tel 
est, par exemple le polynôme 

;p5 -_ (a + 2*) or* — (a* — 2aô — 5») or — (â^ — o5»). 

Si on régale à zéro , et qu^on prenne x pour Tinconnue à trouver, les 
diviseurs du dernier terme, seront, pour le premier degré : a, —a, a-f~ 
5, — a — 5, a — b et -^a-f-5; et il n^y aura pas à essayer les diviseurs* 
de degrés supérieurs, paroe qtiea (a+ 3), par exemple, mis à la place 
de X, donnerait des termes de degrés 6*, 5*, 4* et 3", qui ne pourraient 
se détruire entre eux. Essayant d^abord le diviseur a;-*— a, on trouvera 
le quotient exact x* — aJar — (a*— 5'), qui donne x=i — a-^b Glx=i 
a -f- 5. De sorte que le polynôme proposé est le produit des facteurs x 
—a, ar+a — b et x— a— i. 

De même, on verra que le polynonle 
revient à (a + 3 — c)la — b) (a* — aô + bc). 

De rabaissement des Équations. 

389. DiTERS CAS d'abaissement. Abaisser une ëquaUon^ c'est 
la décomposer en plusieurs antres de degrés moindres, et consé- 
qnemment plus faciles à résoudre. On verra qu'une équation est 
susceptible à* abaissement, dès qu'il existe des relations particu- 
libres entre ses racines, ou seulement entre quelques-unes d'elles. 
Ainsi il y aura abaissement, si des racines sont en é(|uidificrence, 
en proportion, en progression , soit arithmétique, soit géométrique, 
comme an vfl 369, où les équations s'abaissent au second degré. 
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n y aura encore abaissement^ si plusieurs racines sont ^tes entre 
elles ^ ou égales deux à deux et de signes contraires^ si elles sont 
rédproqite» deux à deux; etc. 

En général 9 supposons qu'entre les racines a et & de l'équation 
£r == o, il existe une relation exprimée par l'équation à deux in- 
connues (p (uj 3)= o. Si on élimine h entre cette équation et l'équa- 
tion ïbzzio, l'équation finale en a y deyant admettre pour a les 
mêmes valeurs que l'équation fa = o^ ces deux équations auront 
i^écessairement un p. g. c. d. en a, puisque leurs premiers membres 
seront tous les deux divisibles par le produit des binômes qui don- 
nent les racines communes (354). Si donc on chercbe ce p. g. c. d. 
A y et qu'on l'égale à zéro^ les deux équations seront satisfaites; et 
les valeurs de a, qui leur sont communes^ seront données par l'équa- 
tion A = o de degré moindre que celui de la proposée £r = o. 
Divisant fx par le polynôme A^ après avoir changé a en x, dans 
celui-ci, le quotient Vx égalé à zéro, fera connaître les autres ra-* 
cines. De sorte que l'équation proposée {x=:io, sera ainsi abaissée 
aux deux A = o et VxzizOy beaucoup plus faciles à résoudre. 

Par exemple, si l'on sait qu'entre les racines a et 5 de l'équation 
a? — 37a; — 84 = o , il existe la relation i + 2a = I J l'élimina- 
tion de h entre cette équation et b^ — 81b — 84 =: o, donnera 
2a — 3a' — 17a + 30 =: o. Or, le p. g. c. d. entre cette équation 
eta^ — 37a — 84 = o, est a-f-3 = o. Ainsi ar=— 3 et i^=7, 
sont les deux premières racines de l'équation proposée ; et par suite 
x:=:l est la troisième. 

390. Si les deux racines a et 5 entrent de la même manière dans 
la relation ^ (a, &) =: o , il est clair qu'elles seront données par une 
même équation fijiale, qui sera du second degré, si a-f- 6=/? ou 
8Î ab =^, p onq étant un nombre donné. Car alors l'équation fr 
=: o, devra admettre le facteur du second degré a?" — jpx -f- q^ cor- 
respondant au produit {x — a) (x — b). Dans ce cas, on obtiendra 
aussi a et 5, en divisant £r par x^ — jpx -f- ^, et en exprimant que 
1b reste du premier degré, de la forme Mx-j-N, est nul de lui- 
même; ce qui donne les deux équations M = o et I{= o, dont le 
p. g. c. d., égalé à zéro, fera connaître p onq y et par suite a et 3. 

On peut donc, an moyen de cette méthode, résoudre les équations 

x* — 23?* — 9x»-|-22a? — 22 = 0, 

a?* + :c'l/2 — 3x — 1/2 = 0, 

X* — x* + (l/3 — 6)x'4.2ar+6 — 2(/3 = o, 
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sachant que 2 est la somme de deux racines ^ dans & première ^ — - 
2 leur produit^ dans la seconde, et -{-2 leur différence , dans la 
troisième. 

391. Du p. G. G. D. PAR iLiMiNATioir. Lorsqne deux ëq[aations 
en Xy X=o et X'=o, admettent les mêmes racines j?=a, x=.hy 
X'=ey lears premiers membres X et X' sont divisibles par le produit 
(r — «) (^ — ^) {pc — c). Or, je dit que ce produit est le p, g, 
e,d. de\ et X'. Car si D, p. g. c. d. de X et X', était par exemj^e 
du 4™« degré en Xy l'équation D=:o aurait 4 racines, qui satisfe- 
raient à la fois aux équations X = o et X' = o ; ce qui est contre 
l'hypothèse : donc le p. g. e. d. deH et X' $era tou^'ours le pro^ 
duU des facteurs binômes en x^ fournis par les seule» racineê 
communes aux équations X=:o 0/ X'=:o. 

Cela posé, au lieu de chercher ce p. g. c. d. par la méthode ordi- 
naire (124), il sera beaucoup plus simple de le déterminer, par 
élimination, comme il suit : Supposons le premier membre X et 
X', l'un du degré m et l'autre du degré m — 1 en x. On éliminera 
Sabord, par addition ou soustraction, le premier terme x" entre 
les équations X = o «/ xX' = o; ce qui donnera une nouvelle 
équation X" =r 0, du degré m — 1 en s.» (hi éliminera ensuite, 
toujours par addition ou soustraction et après les préparations 
convenables, le premier terme, puis le dernier, entre les éqi^z- 
iions X'=: o «/ X"=o : on aura ainsi deux nouvelles équations, 
du degré m — 2, entre lesquelles on éliminera encore le premier 
terme, puis le dernier. On continuera ce procédé sur chaque cou- 
ple de nouvelles équations, jusqu'à ce qu'on trouve deux équations 
identiques ou ne différant que par un facteur connu. Alors ces 
équations simplifiées, se réduiront chacune à D=o^ ^/ D sera le 
p. g, e, d, des deux polynômes X et X'. 

En effet, les transformations successives qu'on a fait subir aux 
équations proposées, n'ayant pas détruit l'égalité des deux membres 
de chacune , l'inconnue x n'a pas dû changer de valeurs pour main- 
tenir cette égalité : par conséquent,, les valeurs de x qui satisfont à 
la fois aux équations X = o et X'= o, satisferont aussi à la fois à 
toutes les équation» qui s'en déduisent, et conséquemment à la der- 
nière D==o, laquelle est nécessairement le p. g. c. d. de X et X', 
égalé à zéro; car ce p. g. c. d., égalé à zéro, doit donner toutes les 
racines communes et les seules racines communes aux deux équa- 
tions proposélBS, comme nou» l'avons d'abord remarqué. 
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392. G)DBidéronS; par exemple , l'ëqaation 

x' + a:^ — 3a?* — Sx* — 2 = 0,. 

et prop08on»'nons de trouver les racines qa'elle peut avoir de com- 
munes avec sa dërivée. Cette équation peut d'abord s'abaisser à une 
équation d'im degré 2 fois moindre, en y posant j^^rzu^ce qui 

dqnnera w^+tt' — 3u'— 5k — 2 = 0, ... (1) 

éqimtîon dont la dérivée est 

4m' + 3u'— 6i« — 6 = o....(2) 

Pour trouver les racines communes à ces deux équations, 'il fiint 
chercber, d'après la règle précédente, le p. g. c. d. de leurs premiers 
membres. Or, éliminant le terme en u\ après avoir multiplié la 
première par 4 et la seconde par u, on aura 

tt^_ea'— 15 m — 8 = 0. 

Eliminant le premier terme, puis le dernier, entre cette équation 
et l'équation (2), il viendra les deux équations identiques 

27m' + 54m4-27 = o ou (w + 1)' = o, 
27w' + 54m + 27 = o ou {u+iy = o. 

Dpnc (391) le p. g. c. d. des premiers membres de (1) et (2), est 
(u + 1)*. Ainsi (m -|- 1)* divise le premier membre de (1), et par 
conséquent (x* -)" 1)' divise le premier membre de l'équation pro- 
posée. Effectuant cette division, après avoir développé (jr*-|- 1)', 
le quotient sera x*— x' — 2 ou (x*+ l)(a:'— 2). De sorte que 
l'équation proposée revient à 

'(x*+l)'(x«— 2) = o. 

Elle a donc trois racines égales à (/* — 1, trois égales à — JX — 1> 
et de plus les deux racines irrationnelles =tr |/^. 

393. Racines égales. L'abaissement le plus remarquable, est 
celui que fournit la recherche des racines égales mcommmsurahîei. 
Pour le faire voir, soit X = o une équation du degré fit en x, et 
supposons qu'elle ait n racines égales ètaet p kb; soit d'ailleurs 
X' le polynôme comprenant les autres racines, réelles ou imagi- 
naires. On aura donc 

X = (2: — a)»(a:— 5yX'. 

Prenant la dérivée, d'après ce qu'on a vu (389); décomposant en 
facteurs, et posant, pour abréger, 

R = n(a: — *)X'+jp(ar — a)X' + (x — «)(a: — J)dX', 
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on aura dX = R(r— .a)'»-*(2:— 5^-'. 

Or, X' et dX' ne contiennent ni a? — a ni x — i;^onc R n'est 
divisible ni par x — a ni par x — h) c'est-à-dire que R est premier 
algébriquement avec X. Par conséquent, le p. g. c. d. en x entre 
X et dX est (x— r a)**"' (a: — i)^""'. D'où il suit que le p. g. c, d, 
en X entre TSquation propoeie et sa dérivée, se compose du produit 
des facteurs hmomes qui entrent plusieurs fois dans cette propo^ 
sée, élevés chacun à une puissance moindre S une unité, £t c'est 
œ qu'on a déjà tu dans Fexemple du numéro précédent* 

394. D'après cela, pour connaître si une équation X=2 a des 
racines égales, il faut chercher, par éUmmatkm, le p* g, e. d, 
entre X = o e^ «a dérivée dX= o (393) ; s*il est un nombre donné, 
T équation ri a pas de racines égales ou de fadeurs égaux. Mais 
if il y aun p^ g. c, d, D, fonction de x, on cherchera encore, par 
élimination, le p, g, c. d, £ entre D=io et dD=:o; puis le p, g, 
e. d, F entre Ez=o et ôiEzzzo, et ainsi de suite. Jusqu'à ce qu'on 
trouve un p, g, e. d,, donnant une équation faMft^âent résoluble, 
ou se réduisant à un nombre connu. Supposons que F =: o donne 
xz^a et xz=:b'y alors £ sera divisible par (x — ''^C'^ — &)'^ et si 
le quotient égalé à zéro, donne a:= c, D sera divisible par {x — a) 
{x — b) (x — c)*, £nfin, si ce dernier quotient, égalé à zéro, 
fournit x=zd et a: z= « , l'équation proposée X = o deviendra 
{x — af (r — J/ (r — cf{x — dy {x — •)' X' = o , X' étant le 
produit des facteurs simples, et donnant par conséquent les racines 
inégales, réelles ou imaginaires. On voit que dans ces bypotbèses, 
l'équation proposée aurait deux racines doubles dete^ une racine 
triple c, et deux racines quadruples a et b. 

Prenons pour exemple, l'équation 

:p'»_3a;«_6a?^+10:c* + 21x'+9 = o. 
En y posant x'=: u, il viendra l'équation de degré 2 fois moindre 

U = tt^ — 3i** — 6«' + 10u' + 21tt + 9 = o. 
Chercbant, par élimination, le p. g. c. d. entre cette équation 
et sa dérivée, on trouvera 

D=:m' — tt' — 6m — 3 = 0. 
Le p. g. c. d. entre D=:o et dD = o, est E = tt-J-l=:o; d'où 
l'on tire D ; (t«+ 1)'=:m — 3 = o, puis U : {u+ if (w — 3)' 
= 1. Par conséquent, l'équation proposée se réduit à 

(x» + l)'(:c« — 3)' = o. 
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De sorte qu'elle s'abaisse anz deux équations 3^ '^ 1 ^=z o ei 2^ 

— 3 = 0^ elle a par conséquent trois racines égales k (/'-— 1 et à 

— [/ — 1, et deux racines égales à ^/3 et à — \y — 8. 

On serait parvenn immédiatement à ce résultat ^ en observant 
que l'équation U=:o a trois racines égales à — 1 (385) , et en la 
divisant par le développement de (tt -f- 1) ^ ce qui est plus simple. 

En général y la méthode pouvant donner lieu à de très-longs 
calculs, ne doit être employée qu'après avoir débarrassé , par la 
division 9 l'équation proposée de ses racines rationnelles, égales oq 
inégales. 

396* Considérons encore l'équation 
a:««_4x»-f5x'— 8x7+10a7^+10x*+8a:^+5x'+4x+l=o. 

Gomme cette équation n'a pas de racines rationnelles, il faudra 
y appliquer la méthode précédente. Mais les calculs devenant alors 
très4^mpliqués, il £aut d'abord examiner s'il n'y aurait pas moyen 
de les abr^qi^'lM^ la décomposition en facteurs. Qr, l'équation 
proposée peut fecrinettre sous la forme 

a:"+1.4x(a:M)+5a:V+l)-8xV-l)+Wa:V+l)=<>- 
Si donc on observe que les binômes a?**+l, x^ — 1, a:®-f" 1 et ai* 

— 1, sont divisibles exactement par x*-<|-l, on aura, en effectuant 
ces divisions , 

{x'+l)(x*— 4j:7+4x*— 4x*+6a;*+42:^+4x'+42r+l)=o. 

On pourrait opérer la division du second facteur par x^-^-l-y mais 
en essayant l'extraction de la racine carrée de ce second facteur, on 
trouve la racine exacte x^-— 2:r --;^2x— l;eten divisant cette 
racine par j?* -I" 1> <>^ ^ ^^ quotient exact x^ — 2x — 1. Donc 
l'équation proposée devient 

(^•+l)'(a:*^2x — l)" = o. 

Ces calculs sont beaucoup plus simples que ceux de la méthode, 
qui d'ailleurs aurait conduit au même résultat. On a donc ainsi les 
racines imaginaires et incommensurables de l'équation proposée. 

396. La décomposition d'une équation en d'autres, plus faciles 
Ij, résoudre, s'opère facilement lorsque cette équation a des racines 
égales deux à deux et de signes contraires, comme dans 

En effet, si dans cette équation, l'on change x en — x, ce qui 
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donne («^— o*) (x* — h*) X f ( — a:) = o, le p. g. c, d. entre la 
nouTelle équation et la proposée, sera évidemment (x* — a') (a?* 
— 5*), on le produit des binômes qui résultent des racines égales 
deux à deux et de signes contraires. Si donc on cherche ce p. g. 
c. d.y et qu'on l'égale à zéro, ainsi que le quotient de la proposée 
par lui, les racines de cette équation seront celles des équations 
plus simples, 

(a:» — o')(aî* — i*) = o et f(a;) = o. 

Qu'on ait, par exemple, l'équation 

X® — 2:c* + 2a;* — 4r*+8jî — 8 = 0, 

dans laquelle on suppose qu'il y ait des racines égales et de signes 
contraires. 

Changeant xen-^x, on aura la nouvelle équation 

x^ + 2x^ + 2x^ — ix' — 8x—8 = o. 

Eliminant le premier terme, le dernier disparaîtra en même temps, 
et il viendra, pour le p. g. c. d. cherché ix — -lôajrro, ou x^ — 
4 = 0. Divisant l'équation proposée par x^ — 4, le tpiotient exact 
sera x^ '\'2x'\'2', cette proposée se partage donc dans les deux 
quevi)ici: x^ — i = o et ar* + 2x + 2 = o. 
C'est ainsi qu'on résoudra les équations 

ar^«.2ar* — 6a:*+ 10^7^4. lia:" — 12a; — 6 = 0, 

a;' — 07* — a?*— ea?'+»" + 6 = o. 

397* C^cst encore produire un abaissement et établir des racines égales, 
que de trouver les relations qui doi^fint exister entre les coefficiens d^un 
poljrnome complet^ du degré n en x, et ^galé à zéro , pour que ce poly- 
nôme soit la puissance niéme exacte dW binôme x-^-z. Prenons, par 
exemple, le polynôme 

jr -f- or -j- hx* -}- c jr -f- rf= 0. 

Si ce polynôme est exactement (x -{- z)^, sa dérivée sera représentée 
par 4 C'~^^) î V^^ conséquent le produit du polynôme proposé par 16 
sera divisible exactement par la dérivée de ce polynôme. Effectuant donc 
cette division, le reste sera 

(88 — 3a') jr* -f- 2 (6c — ah) 4r + (1 6(î — ac). 

Et puisque la division doit se fiiire exactement, ce reste est nul, quel 
que soit x; ce qui exige qu^on ait séparément 

88 — 3a* = o, 6c — a8 = o et i6d — ac = o; 

d'où Ton lire 8 =r= |a', c = i^St (î= ^l 
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Par cas takan, il ast TiùUe que r^goation ptopos^ dcviant 

On tronyerait de même les conditions cjui rendent on cube parfidt, le 
premier membre de réqnation 

Enfin, on pourrait demander la relation qui doit exister entre les coel^ 
ficiens de cette ëquation, pour quelle ait les deux racines données r et 
-^r. Dans ce cas, Tequation sera divisible exactement par a^ — r'; et 
<m aura, pour la relation cherchée, c-^a3=;.o, laquelle est indépei^^ 
dante de r« 

398. EauATioirs RéciPRoarcs. Il est encore deux classes d'équa- 
tions, susceptibles d'abaissemens notables^ ce sont les équations de 
l'une des formes que Toici : 

nx^-^-px^-^ qx^ + rr*+ tfrr'+ c^qx* + e^px + e^n = o ; 

les coefficiens n^ p^ q^ r^ etc., étant des nombres quelconques, 
positifs ou nég[atifs, de même que Cy dont les exposans croissent 
comme les nombres naturels ou les nombres impairs successifs , 
snirant que le degré de l'équation est pair ou impair. 

Pour e=:l on cz= — 1, les coefficiens des extrêmes et ceux des 
termes également éloignés des extrêmes, sont égaux et de mêmes 
signes ou de signes contraires ^ alors les équations sont appelées 
équations réciproques, parce que les racines de chacune sont m- 
verses ou réciproques deux à deux. H est aisé de voir, en effet, 

que si j:= a est une racine, x = - en sera une antre ^ pnisqu'a- 

près avoir chassé les dénominateurs, dans le second cas, on aura 
la même équation en a que dans le premier. (On peut démontrer, 
à l'inverse, qu'une équation ne peut être réciproque, que quand 
les coefficiens des termes à égales distances des extrêmes, ont même 
valeur numérique.) 

399. Maintenant, on peut toujours ramener la résolution de 
toute équation réciproque, et en général, de celle qui la fournit 
par c=:louc=r— l,à une équation d'un degré deux fois moin- 
dre, au moins. Prenons d'abord la première équation du précédent 
numéro, et divisons ses deux membres par x ^ posons d'ailleurs, 

pour abréger, jr:=z^y ou ar^:=c; nous aurons évidemment 
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Pour simplifier cette ëqnation , cherchons la formule propre à 
calculer aisément la somme x"*^' +^''*"*"', sachant que x-^jrzriu 
et xy irze, c étant donné et u une nouvelle inconnue. U est d'a- 
bord évident que 

d'où x^+'+y»+'=(x'»+y»)u— e(r^'+y^'). 

On aura donc la somme a?"*"*"' -^-y^^y en multipliant les deux 
sommes immédiatement précédentes, respectivement par te et — e. 
D'après cela^ si l'on prend successivement m=: 1, 2, 3, 4, 5, 6y etc., 
on aura 

x*+y=zu* — 2c, 

X +^ =u — ScUf 

x^ +j^ = tt* — keu^ + 2c% 

a:* +/ =: u* — 6cw' + 5c'tt, } (2) 

x^ +/ = u^— Qcu^ + 9c V — 2c', 

x7 -i-y =u^ — Icu^ + 14cV — 7 A, 
etc 9 • • 

formules dans lesquelles on peut changer c en •— c, et par consé- 
quent jr en — jr» 

Substituant les deux premières^ et u au lieu de x -f-j^, dans 
l'équation (1), celle-ci deviendra 

nu +/>«*'— (3«t — 5r)tf — 2€fp-|-r=:o. 

Cette équation, d'un degré deux fois moindre que celui de la pro-* 

posée, fera connaître les valeurs de te 5 et substituant ces valeurs 

dans , o . 

x + - = te ou a? — -tixzr — c, 

il en résultera les valeurs correspondantes de Xj par des équations 
du second degré 

Cette manière de résoudre l'équation proposée, du 6™® degré, 
s'appliquera évidemment à toute équation de même forme et à toute 
équation réciproque de degré pair. Soit, par exemple, l'équation 
réciproque 

ar«_2x7 + Ba?^— 6x^+ Sx^— 6x^+5x'— 2r + 1 = 0. 

Si on la divise par x , et qu'on pose or-j — = t(, on trouvera, par 
des calculs analogues aux précédens, 

u*— •2tt^+»* = <>7 ^^ (**' — t«)' = o, « = et a«=l. 
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Ces valeurs de u réduisent l'équation 

jr + - = », à x* + lzzo et a?* — r+l = o. 

Ainsi l'équation proposée a les quatre racines doubles : 

Aussi aurait-on pu abaisser cette équation au 4°^^ degré ^ en ex- 
trayant d'abord la racine carrée de son premier membre. 

400. G)nsidérons maintenant la seconde équation du n° 308, 
laquelle est de degré impair. On peut évidemment l'écrire comme 
il suit : 

Sous cette forme , il est visible qu'elle est satbfaite par x=. — c, 
et qu'ainsi le premier membre est divisible par x -]- ^* Effectuant 
la division, et posant, pour abréger, 2/= |i — en, ^inq^^pc -f- 
é'n , et r^ = r — cj + pe* — ne , on aura l'équation 

naP+j/x^ + î'** + ^^^ + c*^^* + cV^ + ^^^ =^ ^* 
Cette équation du 6® degré, s'abaissera au 3% par des calculs ana- 
logues à ceux du précédent numéro. On divisera ses deux membres 

par X , puis on posera x-] — = tt, et l'on réduira, au moyen des 

formules (2) du n» 399, après y avoir cbangé c en c*. On aura 
donc ainsi les sept valeurs de x dans l'équation proposée. 

Ce procédé, s'appliquera évidemment à toute équation de même 
forme que la proposée, ainsi qu'à toute équation réciproque de degré 
impair, telle que celle-ci : 

12x7— 28a?^--79x^+ 131ar^+ Wlx'— 79x"— 28x+ 12 = 0. 

On trouvera x= — 1,2, — 2, 3, ^,^5 et — ^. 

On résoudra, d'une manière semblable, les équations : 

ex^— 13jc*— 29x^+43x'— x— 6 = 0, 

24x^— 122x^—43x^+6060:'— 43a:'— 122x+24=:o, 

10 f ^8 136 34 Aa 5 

nx +tfpx -f-cqx — c qx^ — cyv — cn=o, 
wx'^+tfpx" — c*qxP — e^qx^-\''c^px^'\'C^nz=iQ. 

401. Equations trinômes. Nous avons déjà vu (214) qu'on 
peut abaisser au second degré les équations trinômes, dans les- 
quelles l'un des deux exposans de l'inconnue est double de Tautre. 
Mais comme la résolution de ces équations conduit à prendre la 
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racine f* d'une expredsien de la forme a:±:^b, il est ntile d'avoir 
dies procédés propres à faire trouver cette racine, lorsqu'elle est 
possible. Or, voici pour cet objet, la méthode la plus simple. 

D'abord la forme la plus générale que puisse avoir la racine f^^ 
demandée, est x\l/z; d'où zj/'zizzaztzl/bj et par suite 

Pour abréger, posons dans cette équation, dzzii2ael c^£*= a* 
— ô; elle deviendra g^ ^ dj/' + tf z= o. 

Cette équation résulte évidemment de l'élin^ation par substi- 
tution ddjTj entre les deux équations 

dp^+y=il et *7-=:c ... (3). 

Eliminant à l'aide d'une inconnue auxiliaire, on obtiendra une 
équation finale d'un degré deux fois moindre. Soit posé, en effet, 
X'\'jrz=i u} à cause de sy"=^ey on aura évidemment 

j: = |u=t:J/jM* — £?... (4). 

Si le nombre c n'était pas rationnel,. il est clair que x ou^, et 
par suite tt, né le serait pas non plus^ la nouvelle expression de x 
serait donc plus compliquée que la première 3 c'est-à-dire qu'alors 
la racine r™^ demandée serait impoisible. U faudra donc toujours' 
choisir le nombre 2, de manière que e soit commensurable; et si 
aucune des valeurs de z ne satisfaisait à cette condition, la racine 
demandée n'existerait pas en termes plus simples que son indication. 

Supposons donc que e soit rationnel y alors pour obtenir la racine 
f^o de adtz\^by il faudra préalablement calculer la valeur ration- 
neQe de u. Or, élevant successivement aux puissances 2", 3% 4% 
6% 6% 7", etc., les deux membres de l'équation auxiliaire u^nx 
-}- j^, puis ayant égard aux équations (3) et aux formules (2) du 
n^ 399, on trouvera aisément, pour déterminer u, les divers cou- 
ples d'équations que voici, et dans lesquelles <{=: — : 

z 

é'z* = a*'^by u^^(2e + i) = o; 



3 

e z 



*zzza* — by i^-^Scu — d=o^ 
cV=zo* — A, M^— 4cM« + (2c*— d)=:o; 
€^z*::za*^^bf u — 6ci«^-f-6c*M — d = o; 
e^z^zna^-^by u^— 6ci«*+9cV— (2c^-|-J) = o; 

etc • • 



i 



( 264 ) 

G)niimssant u par ces ëqnatîons, on en Btibstituera la Talenr, 
nécessairement rationnelle avec e^ dans la formule (4); ce qtd fera 
connaître s. De plus, comme z aura d'abord été déterminé pour 
^e e soit rationnel, on connaîtra s]//Zf qui sera la racine 2% 3^^ 
4% 6% 6% 7«, ... , de a=±=|/i, suivant que r vaudra 2, 3,4,6^ 
6, 7, ... ; c'est-à-dire suivant qu'on aura employé la 1", 2«, 3«, 4*, 
6«^ 6®, ... , des équations en u. 

Par exemple, si l'on veut extraire la racine cubique de 78 --• 
^/6076;onaurao=78, i=6076, a'— * = 9; d'où, en pre- 
nant 2=3, il viendra e = 1, J=:52 et te — 3tt ^- 52 = o. 

La seule racine commensurable de cette équation ëtant u =:= 4 ^ 
il en résultje 

1^(78— J/6075) = (2 — 1/3)1^3. 

Pareillement, s'il faut trouver la racine 7*» de 8 + S^/— 1, on 
aura a=8, ô=— 64, ô» — J=128=27; d'où «=1, c=2, 
(1= 16, et par suite 

Ce qui donne la seule valeur rationnelle «=2; et la formule (4) 
devient ;r = 1 =^ l/''*" ^ > '^^^ ^ ^^^^ prendre seulement le signe 
— du radical, parce que la puissance 7® de 1 — |/^— 1 se réduit à 
8 + 8l/— 1. Onadoncainsii2^(8 + 8l/— 1) = 1 — i/— 1. 
On trouverait de même |^(289 — 323 1/20 ) = 2 — 1/6 et 
1^(283 + 132|/3)=(1 + 1/3) \y3. 

. 402. Au moyen de la méthode précédente on obtiendra toujours 
les expressions les plus simples des racines de toute équation tri- 
nôme, résoluble par celles du second degré. C'est ainsi que 

/— 104*^+4 = 0, donne « = (2=1=1/3) |^2; 
-P«_34jr4^1_^,^ donne x = l=i=|/25 

ir''+&p*+32 = o, donne *=l=i=l/—lî 
or'*— 198*^+1=0, donne x = l=i=|/2. 

On a ainsi les deux plus simples racines de cbaque équation ; mais 
on peut les déterminer toutes : pour cela, il suffira, dans la dernière 
équation, par exemple, de multiplier 1 ri=^2 successivement par 
chacune des six racines sixièmes de l'unité ^ et ainsi des autres. £n 
effet, on avait d'abord x^= 99 ±1/9800, ou /=(1 =tz\/2f. 
Si donc on pose jr=(l =±= J/2) j^, il viendra j*^==: 1 5 et les valeurs 
de^ seront les sit racines sixièmes de l'unité. 
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403« EQVÀTioirs BnroMXS. Pour dernier cas de rabaissement des ëipia- 
lions, nous considérerons encore les équatioiu binômes^ «pii nous ont d^à 
servi dans la multiplicité des racines (218)* Ces «équations peuvent tou- 
jours être ramenées à Tune des formes x^ — 1=0 et a:'''-|-i=o. Pre- 
nons, par exemple, les deux équations à deux inconnues Au'^-I- Bv"-}- 
C==o et A^tt^+B^v^ + Crrro. L'ëUmination de i/* donnera i/"+a 
=0 ou tt''* — a=o. Soit R la valeur arithmétique de la racine m™* du 
nombre a , d^où a=R''*, et soit posé i<=Rx ^ les deux équations bino-« 
mes proposées deviendront 

y" + 1 = et *"»— 1=0. 

Ces équations se résolvant par des méthodes analogues, il nous su£îra 
de considérer la dernière. D^abord si r, non égal ài^est une racine de 
X™ -* I =3 o , ye dis que r^ en sera une autre ^ quel que soit le nombre 
entier\et xfositifp» Car r étant racine, il est dair qu^on aura successive- 
ment W»t=i, r^P=ii^ {rPf*=z\ et (r/')™— i=:;o. Doncx = rP 
satisfait 'â^Téquation proposée «"* — 1 = o. 

404* De plus, la racine r étant différente de Punité et par conséquent 
imaginaire^ si m est un nombre premier ^ je tUs que les m racines de 
Véquation x™— 1 = 0, seront r, r', r', r*, •••, r™. D^abord on vient 
de voir que chacune de ces puissances de r satisfait à Péquation proposée; 
elles en seront donc les m racines, si elles sont toutes difierentes. Or, si 
l'on pouvait avoir rP^=Lr^^ lorsque q ^p ^m^ on aurait aussi rP'^^ 
= 1, ou bien r^^m, en posant p'-^q^zn*^ de sorte que r serait une 
racine commune aux deux équations s^ — 1 = e% 3^ — 1 = 0) leurs 
premiers membres auraient donc un diviseur commun différent de «—1; 
ce qui est impossible» 

Opérant, en effet, sur «"*— i et s'*— 1, comme pour en trouver le 

p* g* c. d., le reste de la première division sera de la forme «'* — 1, h 
étant plus petit que n\ h sera donc le reste qu'on trouve en divisant m 
par n. De même, l'exposant A( de x, dans le reste de la division de 3^ 
— - 1 par jr^— 1, sera aussi le reste qu'on trouve en divisant n par h ; et 
ainsi de suite. On voit qu'en cherchant le p. g. c. d. des binômes «"* — 1 
et x'' — 1, les exposans dex, dans les restes dies divisions successives, 
seront précisément les restes que feumib la recherche du p. g. c. d. des 
exposans m et n, premiers entre eux- ; deno.rtài de ces restes sera l'unité; 
et par conséquent x"*— i et x'*— 1 n'ont d'autre p. g. e. d. que x— i , 
contrairement à l'hypothèse* 

On voit donc que les m premières puissances de r sont toutes difl^^ 
rentes, et qu'ainsi elles sont les m racines de 3^ — 1 =0. H suffira donc 
de connaître l'une de ces racines, non ^le à 1, pour en déduire aisé- 
ment toutes les autres. 

405. Enfin, si m est le produit de deux/acteurs premiers h et û^ et 
que retê soient respectivement racines imaginaires des équations x^— 
i=:o et X*— iz=o; les racines de Péquationj^^^i^zo^ seront toutes 
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Itfj termes du prodtUi (i + r + r«+r3 + •••+!*") (t +«4.8* -J- 
8î-f ... + »•-•). 

D^abord ces termes seront an nombre de a5 =111; en second lien, ils 
seront tons inégaux, et de plus un quelconque des termes de ce produit 
ëtant de la forme rPj7, sera racine de Pëquation proposée. Car ayant 
(r/')* on y^= i et (5^)* ou **y = 1 (403) ; on aura aussi i^P= i et 
j«*y == I ; d'où (rPà9)'^= 1 et (r/'j^)'»— 1 = o. Ce qui dëmonlre le 
principe énoncé. 

On étendrait £icilement ce principe ans cas où m serait le produit de 
trois facteurs premiers, de quatre, etc. On résoudra donc Péquation x'^ 
— 1 = 0, en multipliant chacune des cinq racines de Téquation x5— 1 
=0 par chacune des trois racines de Téquation x^ — i=::o; ce qui four- 
nira les quinze valeurs de x, par un abaissement fort remarquable. 

406. Généralement, suivant que m est pair ou impair, Péquation x"^ 
«— i:=o se partage en deux autres. Tune réciproque du degré m*— 3 ou 
fit— 1, et Pautre à deux termes, du second ou du premier degré. Dans 
le cas de mr=znn , Téquation proposée se décompose en a^ — 1 =0 et x'* 
»)- 1 ==: o. La résolution de Péquation proposée peut aussi dépendre de 
celle dWe équation trinôme : telle serait, par exemple, Téquation x^* 
-—1 = 0. 

Soit encore IVquation x^^-f- 1 === o 9 <P^ l^^^ s^dt résoudre par le prin- 
cipe du n^ 405 : elle s^abaisse d^abord aux deux équations x54~^=^o ^ 
x'**— *5-[-i:=;o. Cette dernière donne 

x5=:î=b4l/— 3. ... (1) 
Pour extraire la racine 5* de cette double valeur^ nous aorons a=|, 
i=: — 5, c5**=:i, jB = i, c = i et €2 = 1; d'où 

tt^ -— 5ic3 -|- 5tt — - 1 rr: o et u = 1 • 

Ainsi |f^(irh|i/*-3) = îq=Jl/— 3. DesortequesiPonpose 
X = (i qp i 1/'— 3 )y^ Péquation ( i ) deviendra jr^ — i =3 o. Multipliant 
donc chacune des cinq valeurs de^ par > =f 1 1/" — 3, on aura dix valeurs 
pour x; et les cinq autres seront données par Péquation x^-f'^=^* ^^^ 
peut donc ainsi r^udre complètement les deux équati<ons x^** — 1 = 
et x3o — 3ix'^ — 3ar=o, en posant d'abord, dans la seconde, jr:=x5. 

407. Nous avons dit (403) que les équations x»+i ==<> «* *" — * =®i 
se résolvent par des méthodes analogues* 11 est visible, en effet, que si 
m est impair, les racines de la première seront respectivement c^es et 
de signes contraires à celles de la seconde \ car alors elle se réduit à cette 
seconde, en y changeant x en •— x. Mais si nt est pair et de la forme 
a" (aAi-(- 1) ; en multipliant les racines de x"*— > 1 =30 , par la racine de 
— 1 dont Pindice est a", racine imaginaire que Pon sait ramener au second 
degré (105), on aura toutes les valeurs de x, dans a^'\' 1=0. Car po- 

sant X = jr ^ — \ ^ cette équation devient y"'^ —.1 = 0. Enfin , comme 
x^^rt I et sa dérivée mx''*""», n'ont point de diviseur commun, ks équa* 
tions binômes n'ont pas de i^acines i^^ales. 






( 257 ) 
De la recherche des Racines incommensurables. 

Après avoir trouvé toutes les racines commensurables ^ égales 
et inégales, d'une équation numérique, et après l'avoir débarrassée 
de ces racines par la division^ il reste encore à trouver les racines 
irrationnelles, rSelles ou iTtiaginaires. Les valeurs incommensura-^ 
blés réelles, ont une partie entière suivie d'une fraction ^ il faudra 
donc déterminer la partie entière exactement, et ensuite là partie 
fractionnaire, avec on certain degré d'approximation. 

408. Recherche de ca partie entière. De toutes \ê& mé-« 
thodes connues pour trouveir ki partie entière de chaque racine, la 
plus simple est celle que nous allons présenter, d'après les idées de 
M. Budan, et les modifications à cette méthode, indiquées dans 
l'Algèbre de M. Bourdon, 6™® édition, note. 

Voyons d'abord comment on peut calculer le plus siriiplâment 
possible, les coeffîciens des équations que donne k proposée en Xy 
quand ony chan^oreu x — 1, x — 2, x — 8, ..., x-f-l-, J?+2, 
j:-{-3, etc. Or, c'est à qudi l'on parvie^ra par la règle du. n^' 365, 
énoncée comme il suit : jRour amir let eoefficie$ie de ht tratts/or^ 
mèe eTix-— loux-f-lj. Ufaut écrire sur une même ligne, tous 
les coefficiene de la proposée (jmême ceux qui sent o)^ pris avec 
leurs signes; puis placer au4essous plusieurs autres lignes, dans 
chacune desquelles chaque terme soit ta sontme de celui qui est 
intméâiatemssnt au-deêsue, j'eintt à' eèlui qUi eêi itmnédiàtetÂent à 
gauche, dasis la- même ligne, ei prie a»ee son signe eu anee uri 
signe contraire, suivant qu'il s'agira de la tranafifrTkée' en ii-^l 
oi« 0» X 4^ 1/ ofoni soin dé exprimer par la pensée h dernier 
terme de la ligne formée, à partir de la seéonde, peur passer à 
la smoantSé Les derniers termes dee lignes aéksi oî4e»ues^, serent 
les eoefficiens respectifs^ dos transforméeé ettiA-^l euren X'^-l, 
Partant de oes^ transfefrmiéoe, ou eètiendror, d'àprèo Im mémo 
règle, les co^ficiens dee^ t'ranrformées enx — '2.et x-^2; ee^dèr^ 
nières feumironl cens du iran^orméee enit-^ô eé xH^S/, ainsi 
de suite. 

Cette règle constitue Vafyfrithme ( c'est «à-^^ la méthode et la 
notation de calcul) proposé par M. Budan : en l'applûpoàat à l'é^ 
quation 2^,4 _ X3ar' + lOo? — 1»^:= cv, 

on aura le tableau que voici : 
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V 



Transf. en a:— 1, z— 2, etc. 
2 + 0—18+10—19 
2 + 2—11— 1 — 20 
î + 4— 7— 8 
2 + 6— 1 
2 + 8 

.2 + 10+ 9+1 — 19 
2 + 12 + 21 + 22 
2 + 14 + 35 
2 + 16 
etcw 



Transf. en x + 1, a: + 2, etc. 
2 + — 13+10—19 
2 — 2-11 + 21-40 
2 — 4— 7 + 28 
2 — 6— 1 
2 — 8 

2 — 10+ 9 + 19-69 
2 — 12 + 21 — 2 
2 — 14 + 35 
2 — 16 
etc 



t]ontinnant ce tablean ponr les transformées en a? — 3, x+3 et 
:):+4, on trouvera, ponr les coef&cîens des traiisformées en 

x + i... 2 — 32 + 179 — 398 + 245 ... 4 variations. 
a: + 3... 2 — 24+ 95—128— 4 ... 3 variât. 1 perman. 
a: + 2...2 — 16+ 56— 2— 69 ... 3 variât. 1 perman. 
a? + 1...2— 8— 1+ 28— 40 ... 3 variât. 1 perman. 
a;=±=0 ... 2=ï=: — 13+ 10 — 19 ... 3 variât. 1 perman. 
X— 1... 2+ 8— 1-— 8 — 20 ... 1 variât. 3 perman. 
or- 2... 2 + 16+ 35+ 22— 19 ... 1 variât* 3 perman. 
a: — 3. ..2 + 24+ 95 + 148+ 66 ... 4 permanences. 

409. Cette manière de calculer les transformées, fournit plu- 
sieurs conséquences importantes. D'abord il «st facile de voir que, 
dans le calcul des transformées en x — 1, x — 2, x — 3, ..., 
d'une équation donnée en x, un terme quelconque de la êeconde 
eolonne-est toujours égal au second coefficient de l'équation plus 
im eertain nombre de fois le premier. D'où il résulte qu^en pous- 
sant suffisamment loin les calculs des transformées , s'il y a une 
variation entre les deux premiers ienaes de la proposée, cette va- 
.riati<m finira toujours par se changer en permanence, tandis 
qu'au contraire, s'il y a une permanence entre ces deux termeft, 
elle ne pourra jamais se changer en variation. 

f^ar une raison semblable , dès qu'il s'est étaMi une permanence 
entre les deux premiers termes d'une transformée, ttn terme quel- 
conque de la troisième colonne étant toujours , à partir de cette 
transformée, égal à son troisième coefficient plus un certain nom-- 
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bre de fois le second^ plus encore un certain nombre de fois le 
premier, il est clair que s'il y a une variation entre les second et 
troisième termes, elle finira aussi par se changer en permanence, 
tandis qu'au contraire , s'il y a une permanence , elle ne pourra 
jamais se changer en variation. 

n en sera de même, évidemment, pour les signes du quatrième 
terme, du cinquième^ et ainsi de suite. De sorte qu'en définitive^ 
on doit arriver à une transformée en a: — /, qui rCaura plus que 
des permanences ; et alors l sera une limite supérieure des racines 
positives de l'équation proposée (379). 

On prouverait pareillement, que, dans la suite des transformées 
en^ar+l? ^+2, x+3, ..., il doit toujours finir par s'établir une 
variation entre le premier et le second terme, puis entre le second 
et le troisième , puis entre le troisième et le quatrième , ainsi de 
suite. De sorte qu'on arrivera nécessairement à une transformée cul 
X'^-Pj qui n'aura plus que des variations; et alors — P sera une 
limite supérieure des racines négatives de la proposée (380). 

Ces conséquences sont parfaitement vérifiées par le second tableaa 
du numéro précédent. 

Maintenant, puisque dans la suite de^ transformées en x — o, 
X — 1, a:— 2, X — 3, etc., il y a toujours au moins une variation, 
qui disparfdt ; tandis au contraire que dans la suite des transfor- 
mées ena:4"'0)^+l>^ + 2j^ + 3, etc. , il finit toujours par 
s'établir au moins une nouvelle variation ; on voit que si deux 
nombres p ^^ q, de signes quelconques ^ sont tels qu'on a«7 p<^q, 
c'esfàrdire que p soit le plus rapproché de Vinfini négatif et q le 
plus rappoché de l^iftjlni positif (22), la transformée enx — ipne 
pourra avoir moins de variations qtie la transformée en x — q» 

410. De là résulte le théorème de M. Budan, que l'on peut énon- 
cer comme suit : Soient p &/ q deua: nombres de signes quclcon^ 
guesj pourvu que Von ait p <C^ •* '^ ^^^ équation enx an racinea 
réelles comprises entre "i^ et c^y sa transformée en x---p aura au 
moins n variations de plus que sa transformée en x-<— q« 

Supposons d'abord que ^ et 5^ ne comprennent qu'une seule ra-»" 
cine. Dans ce cas, en faisant successivement xz=zp et x^=qj dans 
l'équation proposée, on aura deux résultats de signes contraires 
(373). Mais ces résultats sont respectivement les derniers termes 
des transformées en x — p et a? — J, puisque tous les autres dispa<« 
naissent par :];=p et :r=: jf; ces deux transformées n'ont donc pas 
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les mêmes nombres de yariations. Et comme la première ne peut 
avoir moins de variations que la seconde (409) , il faut nécessaire- 
ment qu'elle en ait une au moins de plus. 

En second lieu, s'il y a it racines comprises entre j> et ^, et que 
ces n racines soient inégales y représentons-les ^ en suivant l'ordre 
croissant de leurs grandeurs, par x^y x^^ x^, ..•, x„. Concevons 
de plus des nombres A,, A^, k^y ..«, ^n-^if ^^ soient respective- 
ment compris entre x^ et x^y entre a:, et a:j, ... , entre x,^^^ et 
j?^ , de sorte qu'on ait cette inégalité continue : 

Il en résultera que si l'on formait successivement les transformées 
«n X — py X — k^y X — k^y ..., X — A„_^ et X — q, chacune 
d'elles aurait au moins une variation de plu^ que la suivante^ donc 
fa transformée en x — p aura au moins' n variations de plus que la 
transformée en x — ^f. Ce qu'il fallait prouver. 

411, Réciproquement, si en passant de la tranrformêe en x 
^ — p à la suivante en x-^^qy il disparaît n variations, on devra 

supposer qu'il y a n racines réelles entre p et q. Car dès que ces 
n racines existent entre p et qy la transformée en x — p a n varia- 
tions au moins de plus que la transformée en x — q'y c'est-à-dire 
■qu'il disparait au moins n variations. 

Cette indication appliquée à l'équation qui a fourni le second 
tableau du n® 408, montre que cette équation a une racine réelle 
positive entre 2 et 3, une négative entre — 3 et — 4^ et probable^ 
ment deux racines qui, si elles sont réelles, sont comprises toutes 
deux entre o e^ -|- 1. Car on voit, par ce tableau, que la transfor- 
mée en ar — 2 a une variation de plus que la transformée en x — 
S y la transformée en a: -]- 4 une variation de plus que la transfor- 
mée en a: -l- 3 , et enfin l'équation proposée, deux variations de 
plus que la transformée en or — 1. 

r 

412. D'après cela, pour trouver les parties entières des racines 
^une équation numérique en x, on commence par calculer les 
coejficiens des transformées successives en xr:f^l, x=ï=2y xqp^, 
.,,, jusqu'à ce qu'on arrive, d^une part, à une transformée en x 
— 1 qui nait que des permanences, et c^fiutre part, à une trans- 
formée en x + F qui n'ait que des variations. Cette simple opéra<-> 
lion fera conns^tre les parties entières des racines réelles, lorsque 

^es parties seront différentes^ ^t si eUes sont égsjes^ elle assignera 
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du moins ^ pour chaque couple de racines douteuses, un nombre 
unique, susceptible d'en être la partie entière commune. 

Considérons, par exemple , l'équation 

On trouvera, pour les coefHciens des transformées en 

ar+1 ... 1 — 8+20 — 16+4 ... 4variations5 
apntO ... 1 — 4-f- 2-f- 4 + 1... 2 variât, et 2 perman/ 
a: — 1 ... 1+0 — 4+ + 4 ... 2 variât. et2perman. 
X — 2... 1 + 4+ 2 — 4 + 1... 2 variât, et 2 perman. 
X — 3 ... 1+8+20 + 16+1 ... 4 permanences. 

Ainsi la proposée doit avoir deux racines entre o et — 1 , et deux 
autres entre 2 et 3. Efleelivement, il est clair que la transformée 
<în a: — 1 est de la forme 

\x—lf — i(x—iy+^z=io; 

«Hé est donc résoluble comme les équations du second deip-é ; et il 
en résulte pour j:, deux valeurs égales à l-}-l/^2, comprises entre 
2 et 3, et deux valeurs égales à 1 — 1/2, entre o et — 1. 

On voit que la règle précédente s'applique aussi à la détermina- 
tion de la partie entière commune aux racines égales. La même 
règle conduit à résoudre complètement l'équation 

a:*_ 4:c* 4- 5a^* — 2j: — 2 = 0, 

413. II résulte aussi de ce qui précède, que si une équation de degré 
m, a toutes ses racines réelles^ eUe aura toujours autant de racines 
positives que de variations^ et autant de racines négatives que de per^ 
manences» Car soit ^ et v les nombres respectifs de permanences et de 
variations ; /»' et v' ceux des racines négatives et positives : on aura évi- 
demment p ^ V =: m el pf -{•• v^ z=z m\ d'où /» -}- tr =;»' -f- v'. Soient 
d'^ailleurs +/ et — P les limites supérieures : par hypotliêse^ réquation 
proposée, c'est*à-dire la transformée en x— «o, a v variations, et la trans- 
formée en x-^l n^'a que des perimnences; la première transformée a doncN 
V variations de plus que la seconde. Or, elle doit en avoir au moins v' 
de plus, puisqu'il y a v' racines positives entre o et +/ (367) : donc v' 
^ïv. On verra de même que pf ^p. Cela posé, si on avait v'^ v; 
commç v^'^pfr=:V'^p^ il viendrait p'^p'^ ce qui est absurde, car 
-p* <^p ' «insi v' ^v. D^à v^<jl^v^ il faut donc qu''on ait v'rtzv, H^' 
par conséquent y»' =;=y9. Ce qu'il fallait démontrer. 

414. Recherche de la partie FRAorioiiif aire. Occupons-nous 
maintenant da calcul des racines réelles, avec un certain degré 
d'app^oicimation. An moyéïi de son algorithme et de son èhéorème, 
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M. Budan détermine successivement les difi&ens chiffres dëcimatix 
des racines de l'équation à résoudre ; mais il est plus simple, pour 
cet objet, de faire usage de ces deux règles avec la méthode de 
Lagrangej d'après les fraction» coniinue»» On aura alors la nié^ 
thode mixte que Voici : 

Soit X=:o une équation numérique de degré m, dans laquelle 
on a reconnu qu'une seule racine réelle est comprise entre les deux 
ïiombres entiers consécutifs a et a -|- 1 ; la partie entière de cette 
racine est donc a, et il s'agit de calculer la partie fractionnaire à 
un certain degré d'approximation. 

Pour cela, faisons x:^a'\ — dans X^=o; les coefficiens de la 

transformée en :t*— a ou - auront déjà été calculés en cherchant 

la partie entière a ; et si l'on chasse les dénominateurs dans cette 
transformée, ce qui revient à distribuer les puissances dej" en ordre 
inverse de celles de x — a, on aura l'équation Y=o, de degré tn 
en jr^ et dont une seule des m valeurs de jr sera plus grande que 

l'unité. Gai: s'il y en avait plusieurs au-dessus de 1 , j: ou a -] — 

T 
aurait aussi plusieurs valeurs comprises entre a et a -}- 1 > ce qui 

est contre l'hypothèse. Il suffira donc de chercher la partie entière 

h de cette valeur de j-, plus grande que l'unité. Posant alors ^zn b 

•^ — ^ dans Y = 0, la transformée en^— iJ ou —, mise sous la 

forme indiquée pour Y zz: o , sera Y' zn o. Cette équation n'aura 
encore qu'une seule racine positive plus grande que l'unité. Soit e 

la partie entière de cette racine, et soit posé ^ rr c -[- ~ dans Y' 

rz : on aura une nouvelle transformée Y" zr o , dont une seule 
racine positive sera plus grande que l'unité. Cherchant la partie 

entière d de cette racine; posant j^'zz: d'^~ dans Y"zz: o, et 

continuant ce procédé sur les transformées successives ^ on sera 
conduit à Cette suite de valeurs : 

x = a+p J'-à+p, y-e+^^, yf=d+±, etcij 

d'où résulte, d'après l'arithmétique, là fraction continue 

X'=zay h y c, ây tf , ^j ctc. 

Or, on sait que dans une fraction continue, plus on prend de fraC« 
tions intégrantes, plus on approche de la valeur du nombre gêné*» 
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rat«ar de cette Fraction continue ; et l'erreur commise est moindre 
que l'unité divisée par le carré du dénominateur de la dernière 
réduite employée : donc la méthode précédente donnera la valeur 
cherchée de Xy ausH approchée qu'an voudra, 

415. D'après cette méthode, soit à résoudre l'équation 

j:' — 6a: — 7 = 0. 
On aura, pour les coefîiciens des transformées en 

a: + 2;.. 1— -6-f- 6 — â ... 3 variations; 
ar-J-l... 1 — 3 — 3 — 2 .*. 1 var. 2 perm. 
a;=i=0 ... 1 -|-0— 6 — 7 ... 1 var. 2 perm. 
X — 1... l-)-3 — 3 — 12 ... 1 var. 2 perm- 
X — 2... 1 + 6+ 6 — 11 ... 1 var. 2perra. 
X — 3... 1 + 9 + 21+ 2 ... 3 permanences. 

On voit que Féquation proposée a une racine réelle entre 2 et 3> 
et deux racines douteuses entre -—1 et — 2. 

Pour savoir à quoi nous en tenir sur ces deux racines, posons 

xziz — 1 — T. dans l'équation proposée. Comme les coefficiens de 

la transformée en a: + 1 ou — ^ sont déjà 1-^3 — 3 — 2, il 
viendra; pour cette transformée, 

2/ — 3^ + 3^+1=0. 

Dans cette équation, ^ doit être positif et plus grand que Fonité; 
Or ^ on a, pour les coeffîciens des transformées en 

^=±=0 ... 2 — 3 + 3 + 1 ... 2 var. et 1 perm. 
^— 1 ... 2 + 2 + 3 + 3 ... 3 permanenees.r 

Ainsi, puisqu'on passant de la transformée en j^=i=o à la transfor^ 
mée en^ — 1, deux variations disparaissent, c'est un indice qaéjr 
doit avoir deux valeurs positives* entre o et 1 (411), et conséquem- 
ment moindres que l'unité. Donc x aurait au contraire deux valeurs 
négatives plus grandes que 2; ces deux valeurs ne seraient doue 
pas comprises entre — 1 et -^2 ; ce qui est absurde, si elles ne sont 
pas imaginaires. De sorte que l'équation proposée n'a que la seule 
racine réelle et positive, entre 2 et 3. 

Pour trouver la valeur approchée de cette racine, soit rrr 2 + 

-'y les coefHciens de la transformée eux — 2 ou r:, étant déjà 1 + 
6+6 — 11; on aura, en chassant les dénominateurs et changeant 
les signes, 11^ — 6^ — 6j-— . l = 0v 
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Cette é<piation devâ&t avoir une seule racine positive plas grande 
que l'uni té, et la limite supërieure des racines positives étant -^-|~ ^ 



„ , Il a^ i5 « 

et 2/» — 15y — 27y— 11 = 0. 



OU -^è, on voit qu'il faut poser j^=i 1 + — dans l'équation pré- 
cédente. Si donc on calcule les coeiBciens de la transformée en j^ 
— 1 ou —, on aura 

y 
ii_ 6—6—1 

11+ fi— 1—2 

11 + 16+16 
11+27; 

n faudrait ici calculer les coefficiens de 10 transformées successives, 
avant de connaître la partie entière de la seule racine positiTe de 
l'équation en j^. Pour abréger, on observe que cette équation re- 
vient à y (2y* — ISy — 3-9) — 1 1 = o j d'où il est visible que 
^ = 9 donne — 11 et ^ n: 10 fournit + 219. La valeur de^ 

est donc comprise entre 9 et 10, et on a j^ =: 9 + -r- • La règle 

du n9 365 conduit très*simplement aax coefficiens de la transfor^ 

mée en r'-^ 9 ou — r, et il vient 



2—16—27—11 
2+ 3+ 0—11 
2 + 21 + 189 
2 + 39; 



^'oû^+ii+^f-ll = o, 



OU 1 Ij-"^— 189/'* — 39y — 2 = 0, 
et y (liy — 189) — 39y' — 2 = o. 

On voit quey = 17 donne — 1243 et j-'^rz: 18 fournit + 2212; 
ainsi ^' est entre 17 et 18. 

Rapprochant les valeurs trouvées, savoir : 

^=2+1, r=i+^, y =fl+p, y'=zn+±, etc., 

*)n en déduira la fraction continue a: = 2, 1,^9, 17, etc.; et on 
aura, pour les réduites successives : 

a 3 ag 4g6 

— , , "—' « " • eic. 

i 1 10 171 

La quatrième, évaluée en décimales, donne a:t=:2|9006; et l'erreur 
€st moindre qu^ 1 l (171)' ou que 0,0001. La racine réelle est 
donc j:iz: 2,9005, à moins de O^OOOl près. Effectivement, si dan» 
l'équation x^ •*^6â;— 7rro, on substituait successivement 2,9005 
et 2,9006 au lieu de x, on aurait deux résultats de signes contraires. 
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416. Proposons-nous encore de résoudre l't^ation 

x^ — 7x + 7 = o. 

On trouve 9 pour les coefficiens des transformées en 

x + 4 ... 1 — 12 + 41—29 ... 3 variations, 
X'\'3,,.l — 9-|-20+ 1 ... 2 var. et 1 perm. 
jc-4^2... 1 — 6+ 5 -|- 13 ... 2 var. et 1 perm. 
ar+1... 1 — 3 — 4-f- 13 ... 2 var. et 1 perm. 
•x=±=0... 1+ — 7+ 7 ... 2 var. et 1 perm. 
X — 1... 1+ 3 — 4+ 1 ... 2 var. et 1 perm. 
*' — 2 ... 1+ 6-|- 6 -|- 1 ... 3 permanences. 

D'où l'on voit d'abord qu'il y a une racine réelle entre — 3 et — 
4, et peut-être encore deux autres entre 1 et 2. 

Pour éprouver ces racines douteuses, on posera x* m 1 -j- —, et 
il viendra / _4^« + 3^+ 1 =0. 

On a, pour les coefficiens des transformées en 

j.— 1 .... 1«.1_24-1 
J- — 2.... 1+2 — 1 — 1 
J- — 3... .1 + 6 + 6+1. 

Ainsi les deux racines cherchées sont réelles, et j^ est compris, 
pour l'une, entre' 1 et 2, et pour l'autre, entre 2 et 3. 

Posant j^ HZ 1 + — , la transformée en ^ — 1 ou —, sera 

y'-2r"-y+i=o} 

^'où il est aisé de voir que^ est compris entre 2 et 3, et qu'ainsi 
^ 1= 2 + -ji^ • La transformée en ^' — 2 ou — est donc 

yf» _ Syr. _ 4yf _ 1 -. o. ... (i) 

Opérant de même pour la valeur de j*, entre 2 et 3, on aura d'abord 

j^ = 2 + - ; d'où résulte , pour la transformée en ^ — 2 ou - , 

u + î** •— 2m — 1 HZ 0. 

"Cette équation n'ayant qu'une racine positive entre 1 et 2, on a 

M =: 1 + -, et par suite 

W' — 3«^ — 4tt^ — î = o....(2) 

Les équations (l)et (2) étant le» mêmes, et n'ayant chacune 
^'une senfe racine positive plus grande que l'unité, cette racine 
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doit être h même dans chacane, et on a ^' = u'. Il snffira donc , 
pour avoir les deux valeurs de r, entre 1 et 2, de résoudre l'équa- 
tion (2). Or, la racine positive de cette équation^ est évidemment 

entre 4 et Sj d'où «'=4 + — et 

tt"' — 20u"* — du" —1 = 0. 

La racine positive est entre 20 et 21^ d'où ii"=20-f- "t^* G>nti— 

nuant ces calculs, on trouvera, pour les deux valeurs de Xy entre 
1 et 2 , les deux fractions continues : 

ar = 1, 1, 2, 4, 20, 2, 5, etc. , et j:= 1, 2, 1, 4, 20, 2, 5, etc. j 

d'où l'on tire, à moins d'un demi-millionième près, 

X = 1;692622 et a: = 1;356896. 

Quant h. la racine négative, elle est égale à la somme des deux an** 
très, prise avec le signe — ; mais il est remarquable qu'en posant 

xzn — 3 — -z:, dans l'équation proposée, la transformée en ^ soit 

identique avec l'équation en u^y trouvée plus haut. De sorte que 
la détermination des trois racines chercliées, ne dépend plus alors 
que de la résolution de cette seule équation. 

417. On voit bien maintenant comment on peut rStoudrê le$ 
êquationi numériques. En appliquant la méthode précédente à 
l'équation Sx -r—dx — 1 =zo, on trouvera, à moins d'un dix- 
millième près , les trois racines 

X = 0,9397, ar i^ — 0;1737 et a: = — 0,7660. 

Si l'on avait l'équation 2x — 45j;+ 82 = 0, on ne parviendrait 
que dans la détermination de^, à s'assurer, qu'outre une racine 
négative, cette équation a aussi deux racines positives, dépendantes 
chacune d'une transformée' qui lui est propre. L'incertitude pour- 
rait même, dans d'autres équations, ne se résoudre qu'à la qua- 
trième opération, et même beaucoup plus tard. 

418. MÉTHODE DE Newton. Lorsqu'ou a trouvé la valeur d'une 
racine, à moins d'un dixième ou d'un centième près, l'approxima- 
tion devient souvent plus rapide, au moyen du procédé que voici, 
dû à Newton : 

Soit a l'une des valeurs de x, dans l'équation X := o de degré 
m y valeur approchée, je suppose, à moins d'un centième près -^ 0t 
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soit y l'erreur commise) on aura donc x'^r.aAç-y, Cette taleor 
substituée dans X =: o , fournira la transformée (365) 

Mais^, par supposition, est moindre qu'un centième; il y a donc 
lieu d'admettre que les termes en ^', y , etc. , donnero;nt une 
somme moindre qu'un dix-millihmêj et la méthode de Newton con« 
siste à négliger tous ces termes; ce qui réduit la transformée à R, 
4" Rj^rzo, et donne, à moins d'un dix^millième près, 

__ Na^ + Pfl^-'H i-Tfl + U . . 

•^ — ""mNa'»-» + (ni — i)Pa^-»H l-T**"^ ^ 

Réduisant cette expression en décimales, jusqu'aux dix-millièmes ^ 
inclusivement, la nouvelle valeur a-^-jr de x sera le plus souvent 
exacte jusqu'aux dix-millièmes. Prenant encore cette valeur pour 
a, et posant a: = a +.7'> l'expression (1) pourra donner à x une 
troisième valeur exacte jusqu'aux cent-mtUionûmei , et ainsi de 
suite. Assez ordinairement chaque nouvelle opération fournit un 
nombre double de décimales exactes. 

Par exemple, soit l'équafion x — 2x — 5=:o. On verra facile- 
ment que cette équation a une racine entre 2 et 3, et que sa valeur 
a est 2,1, à moins d'un dixième près. Par cette valeur de a, la 
fraction (1) devient 

a* — aa — 5 o,o6i ^ ^^^, 

r = 5-^ - = ^ = — 0,0054. 

•^ 3a — a 11,23 

Ainsi, en prenant des dix-millièmes, on a :rzz: 2,0946. Faisons de 
nouveau a =2,0946; nous aurons 

_ o,ooo54i55o536 _ _ p 00004851. 
•^ 11,16204748 ' 

La quatrième décimale de la seconde valeur approchée, était donc 
défectueuse, et on trouve :r=: 2,09455 149. On pourrait, en pous« 
sant plus loin les valeurs successives, corriger de même les dernièjres 
décimales ou s'assurer de leur exactitude. 

Cet exemple suiHt pour donner une idée de la méthode de Newton 
et de l'approximation rapide qu'elle fournit. Néanmoins cette mé« 
thode est quelquefois en défaut, ainsi que Lagrange le prouve dans 
son Traité de la résolution des équations numériques, U peut ar« 
river, en effet, que chaque opération donne moins de décimales 
exactes que le double du nombre de celles déjà calculées. Mais 
comme les cas d'exception sont rares et se manifestent en fournis- 
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fiant des valeurs d'abord croissantes, puis décroissantes, on récipro- 
quement, on emploie ordinairement la méthode de Newton à cause 
de sa grande facilité, surtout quand on a déjà la racine^ à moins 
d'un centième ou d'un millième près. 

La méthode mixte qae nous avons doqnée, diaprés les idées de M* 
Budan et de Lagrange, bien que moins ezpéditive que celle de Newton, 
a sur celle4;i Tavaixtage de nVziger que'des calculs fort simples et de four- 
nie à chaque opération une approximatioa toujours certaine : elle sert à 
trouver exactement les racines commensurables, même lorsquHl y aurait 
des coefficiens irrationnels; elle fournit directement les limites les plus 
simples , et dispense d^opérer cette multitude de substitutions , qa**!! 
fallait qudquelbÎB employer ^ pour obtenir la partie entière de chaque 
racine. 

Voici encore, pour exercices, deux équations à résoudre : 

X — 5jr — 3 z=o, 

3dr® -f- 1^*^ — ^4^^ — iT&x — îSpjr' -f" 1 74* + 72 = o. 

On aura, ponrla première, x==3/49o8, x-=z — 0/6566 et j:r= — 
a/8343; pour la seconde, xr=-^S^ x = — 3, x = |, xzsS^^SoS, 
xz=: — 0^3099 et x = — 3/44<>^* 

Equation aux Carrés des Différences. 

419. On appréciera mieux les abréviations que l'algorithme et 
le théorème de M. Budan , introduisent dans la résolution des équa- 
tions numériques, en étudiant la méthode employée jusqu'à présent 
pour trouver le nombre de racines réelles et la partie entière de 
t;hacune. Voici cette méthode. 

Pour avoir la partie entière, le moyen qui' s'offre naturellement 
à l'esprit, est de substituer à la place de x^ tous les nombres con- 
sécutifs 0, 1,2, 3, ..., — 1, — 2, — 3, ..., compris entre les 
limites -}-L ^1^ — L'> et toutes les fois que deux nombres consécu- 
tifs donneront deux résultats de signes contraires, on en conclura 
queces deux nombres interceptent au moins une racine réelle (373), 
et que par conséquent, la partie entière cle cette racine est le plus 
petit de ces deux nombres. 

, 420. Mais cette opération est souvent insuffisante pour mettre 
en évidence toutes les racines réeMes, puisqu'il peut s'en trouver 
plusieurs entre deux nombres consécutifs (374) : 3 faut donc met- 
tre entre les nombres à substituer, un intervalle te! qu'il ne puisse 
tofl»ber qu'une seule racine entre deux siibstitttti<»is sueeessives. 
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Or, cet intervalle doit être moindre qiêe la plug petite différence 
des racines réelles de la proposée, £n effet, soient M et M' deux 
nombres dont la différence est moindre que la plus petite différence 
des racines réelles a, hj Cy d, etc., de la proposée X =:: o ; supposons 
qu'en faisant xzzzVL et xz=: M', on ait deux résultats de signes 
contraires ; il y aura donc au moins une racine réelle a comprise 
entre M et M', et il Tiendra M <[ a et M'>> a. Mais je dis qu'il n'y 
aura pas une seconde racine h comprise entre M et M'^ car si cela 
était , on aurait aussi M <^ 5 et M' >^ 5 ; donc, puisque M' >► a, il 
viendrait M'— i^a — 5, et, à plus forte raison. M'— M^a— ^, 
ce qui est contre l'hypotlièse. Donc, en général, si ^ est moindre 
que la plus petite différence entre les racines réelles, et que, par- 
tant de la limite inférieure /, on substitue les nombres /, ^4*^, 
jf-}*2J', •.., jusqu'à la limite supérieure L, on obtiendra autant 
de résultats de signes différens qu'il y a de racines réelles. Chaque 
changement de signe accusera l'existence d'une seule racine entre 
les deux nombres substitués ; et il n'y en aura pas d'intermédiaire^ 
si lés signes deggrésultats sont les mêmes. 

421. Il reste à déterminer l'interyalle /. On y parviendra, quoi- 
que ne connaissant pas les racines de la proposée, si on peut cepen- 
dant former une autre équation, dont les valeurs de l'inconnue 
soient toutes les différences des racines de la proposée, prises 2 à 2; 
car la limite inférieure des raeines de la nouvelle.équation sera b 
valeur cherchée de ^. Or, soit a une des racines de l'équation pro-> 
posée X =0, çt £aâsons xz:za 4*^*9 ^ous aurons (337) 

x+x^+ix^+...+Ny»=o. 

Et puisque a est racine de l'équation X =i; o, le premier terme X 
disparaît^ divisant le reste par^, il vient • 

X = oetX. + iX^ + ... + Ny«-' = o.,..(d) 

Ces deux équations sont entre les deux inconnues a et j* : et comme 
j'^zX'r^a', y est la différence entre la racine a et chacune des 
autres hj Cj ij etc», représentées paru. Eliminons a entre les deux 
équations (d), il viendra l'équation T=:o, dont l'inconnue j- sera 
la différence entre deux quelconques des racines de la proposée X 
1^0 ; car l'équation Yz= o ne renfermant que l'inconnue^ et les 
coefficiens de la proposée, est précisément la même que l'on obtien- 
drait si l'on faisait x^zb-^-jr^ xzzc •jrj') ®tc., c'est-à-dire si^ 
désignait la diffi^rence entre la raeine b et ohacunC'des autres, entre 
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la racine e et chacane des autres^ etc. Donc, réellement, l'équation 
¥ = 08 pour racines tontes les différences des m racines a, by c^ 
dy etc., prises denx à denz ;'elle a donc m {m — 1} racines (290) ; 
elle est par conséquent dn ut (ut — 1)™« degré en^. 

De plus , cette même équation T r= o ne doit contenir qne des 
puissances paires àe jr-y car ses racines jrziza'^hy jr-zzb — a, 
y:zia''^Cyj'^zC'^ayjrzzia^-^dyjrziid'~*ay etc., sont égales 
deux à deux et de signes contraires ; de sorte que si l'on a jr z=z tf^ 
yzzi Vy y-iziéy etc., on aura aussi ^ = — a', j^= -^ i', ^=: 
— c', etc., et par suite, Yzzio sera de la forme 

On peut donc poser ^* = 2 sans introduire de radioaui; et l'on 
aura ainsi une équation Z = o, dont l'inconnue z est le carré de 
toutes les différences des racines de la proposée X =: o : et c'est ce 
qui a fait nommer Z = o, Vkqwition aux earrèi des différences. 
Il est clair d'ailleurs que si les / derniers termes de 'cette équation, 
sont nuls, l'équation proposée X=o, aura t couples de racines 
%ales entre elles; et réciproquement, 

422. Voyons maintenant l'usage de l'équation Z=o pour calcn- 
1er l'intervalle ^. D'abord, comme ^doit être la moindre différence 
des racines réelles de X=:o, et que le carré de la différence de deux 
nombres réels est toujours positif, on voit qu'il suffit de chercher 
la limite inférieure des racines positives de Z =: o* Faisant donc 

£ = -, dans Zzzo, puis déterminant la limite supérieure l des 

... 1 

racines positives de la transformée 11 = 0;^ sera la limite infé- 
rieure des racines positives de Z=:o; c'est-à-dire qu'on aura tou- 
jours «>7 Ou j^^- —• Ainsi, en posant i'znz -y y on aura l'in- 
fervalle à mettre entre deux substitutions successives. 

n peut se faire que / soit -«^ 1 ; dans ce cas, t^ 1, et en substi-* 
tuant pour x tous les nombres entiers positifs et négatifs compris 
entre les limites -|- L et — L', on aura le nombre de testes les 
racines réelles, et la partie entière de chacune. Vais, en général, 
/> 1, et par suite ^<^1. Et comme [/^l est le plus souvent incom- 
mensurable ^ il faudra prendre le nombre eptier h immédiatement 

au-dessus, cq qui donne ^=^t> et t sent l'intervalle cherché entre 
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deux Bubstitntions successives. On fera donc^ dans Xs:o, succès** 

sivement : 

1 a 3 1 a 3 

^—^>h' h' h' •••> ~v ~h' ~v •••• 

Enfin, on peut éviter la substitution des nombres fractionnaires 

dans l'équation X = p, en y faisant d'abord rzz: -r ou v = hxy ce 

qui donnera une transformée Yzz:o, dont les racines seront cha- 
cune h fois plus grandes que celles de la proposée. Or, soit a — h 
la plus petite différence des racines de X=::o; on aura donc a — h 

^-r ou ah — hh^^l^ et par conséquent, toutes les différences des 

racines de Vr=o sont plus grandes que l'unité. D'on il suit que^i 
l'on fait successivement vziiO, 1, 2, 3, ..., •— 1, —-2, — 3, •••, 
on sera sûr d'obtenir autant de changemens de signes que Y = o 
a de racines réelles. 

423. Récapitulant ce qui vient d'être dit, on verra que, pour 
mettre en évidence toutes les ractnes réelles incommensurable» 
iune équation y et obtenir la partie entikre de chacune, il faut, 
1^ former f équation aux carrés des différences Z = o/ 2° déter- 
miner la limite inférieure des racines positives de Z=i;o^ et 

prendre la fraction eommensurable - immédiatement au-dessous 

h 

de la racine carrée de cette limite ; 3® faire dans la proposée 

TLZUry ce qui donne la transformée Y = o; i^ substituer dans 

\^zo, à la place de v^ les nombres consécutifs 0, 1, 2, S, ,.., 
— 1, — 2j — Sj .•», compris entre les limites supérieures des 
racines positives et négatives de cette demtbre équation» 

Observons d'ailleurs que - se tire de Y:=o, en y posant ^" = 

-, et qu'ainsi l'équation Z = o est inutile à former. De plus, dès 

cj^on a la partie entière des racines de Y =zo, on a les racines de 

X = o, à une fraction - près. 

424. D'après cette méthode, cherchons les parties entières des 
racines de l'équation', déjà considérée (416), 

x^ — 7a: + 7 = o. 

n est clair que la limite supérieure des racines positives est 4, et 
— 4 «elle des racines négatives. Il faut donc faire successivement 
j?=0, 1, 2, 3, 4, — 1, —2, —3 et —4 ; x=— 3 et x=— 4, 
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donnent seuls des résultats de signes contraires ; ainsi réqualion a 
une racine négative, entre — 3 et — 4. Pour savoir à quoi s'en 
tenir sur les deux autres , il faut employer l'équation aux carrés des 
différences. Or, soit a une racine, et soit posé j;r::;a-|-j^; la trans- 
formée en jr sera 

équation dans laquelle on a 

X = a* — 7a + 7, X, = 3a' — 7 et 4X, = 3fl. 

Et puisque a est une racine, d'où X=:o, la transformée deTÎent 
divisible par j", de sorte que l'équation aux carrés des différences 
résultera de l'élimination de a entre les deux équations 

Pour opérer cette élimination le plus simplement possible, on éli~ 
minera d'abord le premier terme entre les deux équations précé- 
dentes i ce qui donnera 

On éliminera ensuite le premier terme, puis le dernier, entre cette 
équation et la seconde des deux qui précèdent, et on trouvera 

2Cr'-7)«+Cr'-7r+2i)=o, 

3(y-7r+21)a + (/ + 7r' + 63r-98) = o. 

Enfin, on éliminera a entre ces deux équations, et il viendra, pour 
l'équation cherchée, 

/_42/ + 44iy — 49r:o. 

Posant j-'iz:--, la transformée U = o, sera, en décomposant, 

49w»(w — 9) + 42(i* — è) = o. 
On voit que la limite des racines positives de cette équation, est 9; 

d'où J'<^^' Prenant donc, dans l'équation proposée., x=:^, la 
transformée Y = G, sera 

t;^_63î; + 189 = o. 

Les limites supérieures des racines, sont évidemment -)-9 et — 15. 
Substituant donc à v tous les nombres entiers, depuis 1 jusqu'à 9, 
et depuis — 1 jusqu'à — 15, on verra que la transformée Vnro a 
deux racines positives, l'une entre 4 et 5, et l'autre entre 5 et 0, 
et de plus imc racine négative entre — 9 et ••- J6. Ainsi l'équation 
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proposée a ses trois raeines réelles, une négative entre — 3 et -— 
^y et deux positives, non aperçues, l'une entre | et |, et l'autre 
entre f et 2. De sorte que les trois valeurs de x, sont l'une entre 
^-3 et — 4, et les deux autres entre 1 et 2, comme on l'a trouvé 
plus haut (416), par dés calculs beaucoup plus simples. 

On voit que la ihéthode des suhêtitutianê suàcesêives exige né- 
cessairement l'équation aux carrés des différences ; à moins qu'on 
ne puisse suppléer aux longs calculs qu'entraîne la formation de 

cette équation, en posant x:zzTy P^s ^^ donnant à h les valeurs 

2, ou 3, ou 4, ou 5, etc. Mais ces essais peuvent aussi exiger beau* 
coup de calculs inutiles. 

425. Considérons encore l'équation du n^' 415 , savoir : 

x^ — 6x — l=zo. 

Les limites supérieures sont 3 et •—3; et si l'on pose ^rrzO, 1, 
2, 3, — 1^ — 2, — 3, on ne reconnaîtra qu'une seule racine entre 
2 et 3. Il faut donc recourir à l'équation aux carrés des différences. 
Cette équation, calculée comme dans l'exemple précédent, est 

/„ 36^ + 324jr' + 4SÔ = 0. 
Posant j-^ = -, et décomposant, il viendra 

n est visible que u=^ rend le premier membr|u5ssentieliement 
positif; ainsi la limite des racines positives de ceUe équation est 

Z<^1; d'(JÙ-^^l fet^^'l. Les différences entre les racines 

réelles de la proposée, sont Jonc plus grandes que l'unité, d'ailleurs, 
la substitution des nombres naturels n'a produit qu'un seul chan- 
gement de signe; donc l'équation proposée n'a qu'une seule racine 
réelle, entre 2 et 3, comme on l'a vri plus haut (415),'d'ùiie ma- 
nière bien plus simple. 

La méthode des substitutions successives qiie nops venons d^employer, 
est, sous le point de vue théorique, claire, complète, sans embarras, et 
ne laisserait rien à désirer, s\ on pouvait l^appliqoer avec facilité. Mais 
elle ^traîne à des calculs tellement laborieux, que passé le quatrième 
degré, ils sont réellement impraticables. De sorte que cette méthode, 
bien que très-simple en théorie, ne peut guère servir dans la p^tique 
que pour les équations do. troisième degré ; et encore alors est-elle fort 
inférieure à celle de M. Badan, pour déterminer la partie entière de 
chaque racine. 

»8 
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La méthode mixte que nous ayons adoptée, diaprés les idées de MM. 
Budan et Bourdon, doit être employée, dans les ëlémens, de préfërencse 
aux antres méthodes connues ; parce qu^elle donne lien à des calculs 
beaucoup plus simples : i* elle n^exige d^autres offérations que des ad-* 
ditions et des soustractions arithmétiques, et permet de résoudre toute 
équation numérique, quelque compliquée qu^elle soit; a^ elle di^iense, 
en particulier, de calculer Féquation aux carrés des difierences, et de 
substituer une suite de nombres entiers, opérations qui sont le plus sou- 
vent Inexécutables ; 5° elle conduit naturellement aux limites des racines, 
les plus simples en nombres entiers , sans qu^U soit réellement nécessaire 
d^en chercher d^autres; 4** enfin) cUe donne, non-seulement des valeurs 
aussi approchées qu^on veut, des racines incommensurables, mais encore 
les valeurs exactes des racines rationnelles, quel que soit d^ailleurs le degré 
de multiplicité de ces dernières. H est dair, en efièt, que les procédés 
que nous avons prescrits pour déterminer les racines commensurables, 
égales ou inégales, et qui simplifient dWe manière si notable, cette partie 
des élémens, ne sont que des abréviations de Talgorithme de M. Budan, 
et propres à en faciliter les applications. 

Recherche des Racines imaginaires. 

426. La recherche des racines imaginaires dWe équation, repose sur 
le théorème que voici : Toute équation X=o, £2e degré pair an, dont 
tous les coeffioieni sont des quantités réelles^ peut tot^ours se décompo* 
ser en facteurs réels du second degré* 

La chose est évidente, si Péquation n^a que des racines réelles. Mais 
si elle a des racines imaginaires , celles-ci pourront toujours se ramener 
au second degré (10Ô)« Soit donc h-^-k \/ — i, Pune des racines ainsi 
transformées : la substitution de cette expression au lieu dex, dans X=o, 
donnera, en développant diaprés la formule (A) du binôme, une équa- 
tion de la forme M -f- NA \/ — i =o , et dans laquelle M et N ne con- 
tiendront évidemment que des puissances paires de A, et seront des quan- 
tités réelles. La partie réelle de cette équation, ne pouvant détraire la 
.partie imaginaire, il fJEiut qu^on ait séparément M=:o et N=o. 

Mais diaprés cela, je dis que Téquation X=:o admet aussi, pour ra- 
xine, r.expression h^^Js, l/'-— i \ car substituant cette expression au lieu 
de X, dans X, le résultat sera nécessairement M — NA \/ — i, puisque 
M et N ne contiennent que des puissances paires de k : d^ailleurs ce 
résultat est nul, puisqu^on a déjà M=o et N=o. Donc Téquation pro- 
posée aura les deux racines conjuguées h'\-k |/^— i et A — k ^-* i ; 
son premier membre X sera donc divisible par le produit 

(jp — A— *l/— i)(4r— *4-*l/— i)j 

il aura.par conséquent le facteur réel du second degré 

s' — nhx^ie^ie. 

Divisant X par ce fbcteur, on obtiendra un quotient réel du degré 3/i 
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-« 3 , qui admettra encore un diviseur réel du second degrë, et ^insi de 
suite. Donc Pe'qu^tion proposée aura n facteurs reek du second degré. 

427. Maintenant, toute équation de degré impair an-f-i, étant le 
produit d^un facteur réel du premier degré par un facteur réel de degré 
pair an (375) ; et celui-d étant divisible par un facteur réel du second 
degré, de la forme x^ -\-px-\-q^ comme on vient de le voir \ on en con^ 
dut que pour trouver les racines imaginaires de l'équation X =? o , à 
coefficiens réels et de degré quelconque m , il faut d'ahord dÀuiser son 
premier membre X par x*+px-4-q, ce qui donnera un quotient entier 
et un reste de la forme Rx-f-S. Bt comme la division doit se faire exac- 
tement^ ce reste sera nul^ quel que soit x; on atira donc R=:o e< S=o^ 
JSliminant q entre ces deux équations^ l'équation ^nale fera connaître 
les valeurs de ipj d'oh l'on aura ensuite celles de q. Substituant alors 
chaque couple de valeurs correspondantes de p ^t q, dans l'équation 
j^'^-px + q=:o, cette équation fer a connaître tous les couples de raci^ 
nés imaginaires conjuguées^ qui satisfont à l'équation proposée X=o» 

Cette méthode entraine à des calculs fort pénibles \ car réquation X==: 
o, du degré m, ayant \m{m — i) diviseurs du second degré (295), il 
s^ensuit que p devra avoir \m{m — i) valeurs, et par conséquent Téqua-* 
tion finale en p devra être du degré |m (m— -i) , et conséquemment sera 
beaucoup plus compliquée que la proposée X=o, dés qu^on aura i7i^3« 

Cherchons, par exemple, les racines imaginaires de Péquation jc^ -f« 
X* + ax -J- 6 = o. En divisant le premier membre par x' -f-^x + q^ 
le quotient sera x' — px-^ (p^ — ^ -f- 1) et le reste — (p^ — apq + p 
— ^ a) X — (p^Ç — ^^ + ^ — 6). L^élimination de q entre les éq^ationsi 
pi — 2pq -^p — 2 = et p^q — ^' + ^ — • 6 = o, donnera^ 

. Cette équation n^a que la seule racine commensurable ;'=:3, laquelle 
fournit qz=i^. De sorte qu^on a, pour déterminer les racines imaginaires 
de réquation proposée, les deux équations du second degré 

jt' -|^ 2jr -j- ^ ==^ ^ et 4?" — 2ar -f. 3 = o. 
' Ces équations s^obtiennent, avec beaucoup moins de calculs, par le 
procédé du n^ 217 \ et on peut ainsi trouver les racines imaginaires de 
réquation x^ — 4*^ "^ ^*" — 8x + 4 = ^^ 

îfous n^entrerons pas dans d^autres détails sur la recherche des racines 
imaginaires ; parce que cette recherche, d^ailleurs trés-laborieuse, ne peut 
être d^aucune utilité pratique. Les expressions imaginaires sont, en efiët , 
des signes d^absurdité, qui ne servent utilement que par les interpréta-- 
Uons dont ils sont susceptibles, dans là solution des problèmes (228> 
Or, ces interprétations supposent essentiellement qu^on ait les expression^ 
des racines, en fonctions explicites des coej£ciens de Péquation à résou-? 
dre , c^est-à-dire des données de la question ; et c^est ce qui n^a lieu que 
pour les équations résolubles comme celles du second degré, que novui 
avon$ déjà considérées* 
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Des Equations gétiérales du troisième et du 

quatriètne degré. 

Depuis long-temps les Algëbristes ont eru devoir renoncer aa 
problàoae de la résolution des équations générales de degrés snpé- 
riears an second, comme ne pouvant être d'aucune utilité dans 
les applications numériques, et présentant d'ailleurs des difficultés, 
insurmontables jusqu'à présent. Néanmoins, il est bon de savoir 
comment ils sont parvenus à ramener au second degré les équations 
générales du troisième et du quatrième ; et c'est ce que nous allons 
indiquer, en exposant brièvement les méthodes les plus simples 
qu'ils ont employées à cet effet. 

428. Equations dv troisième degré. Si l'on a une équation 
générale du troisième degré, on pourra toujours en faire disparaître 
le second terme (363) et la ramener à la forme 

a?^+pic + j=:o. ... (1) 

Supposons que l'inconnue x de cette équation soit la somme des 
deut arbitraires u et v, de manière qu'on ait :r == u -f- 1^. Elevant 
de part et d'autre au cube, développant et décomposant en facteurs, 
on aura x^ = u^ -f- 3up (i^-f* '') 4" ^^ ? ^'^^ ^^ remplaçant u -f- 9 
par x^ et transposant, 

X -^Suvx — (m +d )r=o. 

Pour que cette équation soit identique avec la proposée (1), c'est- 
i^-dire, pour que les valeurs de x soient les mêmes dans ces équa- 
tions, il faut qu'on ait à la fois 

14 +t7 =z — jf et V2? = — jj>; 

équations toujours possibles, bien qu'elles puissent donner des va- 
leurs imaginaires aux arbitraires u et p. Et si l'on observe que la 
seconde de ces équations de conditions devient Uv^zn — -sjP^} on 
verra, par la<;omposition des équations du second degré (209), que 
tc^et v^ sont respectivement les racines if et Z' de l'équation 

Cette équatiim s'appeHe la réduite de l'équation du troisième 
"degré : en la résolvant, bû en déduira les racines / et ^, qui don- 
neront u :rztetv zizf. Observant que les trois racines cubiques 
^e l'unité, sont (218) 

1, n = ~i(l+|/-3) et n' = -.i(l-|/^3), 
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on verra qne les équations u = / et t^ zr / fournissent 

« = |//, n[/fj n'i// et » = (//, n[/^y n'i/if. 

La substitution de ces valeurs dans xzrzU'^Vj semble d'abord 
donner à x neuf valeurs différentes, tandis qu'elle ne doit en avoir 
que trois. Mais on observe qu'au lieu de l'équation U9= — -p] on 
a employé son cube ; ce qui a triplé le nombre des racines. D ne 
faut donc ajouter entre eUes, dans x=^U'\'Vy que les valeurs de 
ueiv qui satisfont à uvz= — |^, ou donnent |^//= — ~p. Or, 
à cause de n = 1, on voit que les neuf combinaisons, pour trouver 
X, doivent se réduire aux trois 

x^J/'t+l/ify n^t+TÎ'^^ et n^^t+n^é. 
De là, pour résoudre l'équation proposée (1), on a les formules : 

$ = ^t+i^f, d:=l/t-i/t, \ - (3). 

x=:» et * = — ^(f=i=(i|/— 3). 

Par exemple, si on a l'équation j- — jr^ — jr — 2 = 0, on en 
fera d'abord disparaître le second terme, en posant^=5(l-|-a;); 
<^e qui donnera x — 12a: — 65 = o. Ainsi on aura pz=: — 12, 
5f = — 65, /=64, /'=1, # = 5, i=3^3, a:=6 et a:=— ^(5 
dt3l/— 3); d'où^=;=2 et^^z: — i(l±l/— 3). 

On résoudrait de même l'équation générale 

x^ — llahx — 27ai (a + *) z= o. 

429. Mais si on avait l'équation x — 7:i;-f-6=:o, dont les 
racines sont 1, 2 et — 3, les formules (3) ne donneraient pour x 
que des expressions imaginaires. £n général, si p e$t négatif, et 
qu'on ail ^'-«C^P > ^^' i^tf^ racines t et i' de la réduite (2) sont 
imaginaires j ainsi que les trois expressions de x., U semble donc 
qu'alors aucune des racii^es de l'équation proposée (1) n'est réelle, 
contrairement à ce qui est d'ailleurs démontré (375). Ce paradoxe, 
qui a long-temps arrêté les Algébristes, a reçu le nom de cas irré- 
ductible; parce qu'il est impossible alors d'obtenir, sous formes 
finies, les expressions des racines, qui sont toutes les trois réelles j 
dans ce cas. 

Pour le faire voir, on observe que les valeurs imaginaires de /et t^ 
peuvent être représentées par a=fc:^^ — 1 ; et qu'on trouvera x en 
prenant d'abord les racines cubiques de ces deux binômes, c'est-à- 
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tlire les dëveloppemens de leurs puissances \, Or, sans effectuer led 
calculs, il est visible qu'il n'y aura de termes imaginaires, dans ces 
dëveloppemens, que ceux affectes des puissances impaires de b[/^ — 
1 ^ et conmie le premier binôme devient le second en y changeant 
i en — 5, le premier développement, de la forme M-f-N^/ — 1, 
(M ne contenant que des puissances paires de ^ et N que des pois— 
sauces impaires), deviendra le second, en y changeant aussi b en 
— h 'y ce second développement sera donc M — N^/ — 1, d'où #= 
2M et d=:2N^ — 1. Par conséquent les formules (3) donneront 

X — 2i/L et a: = — M±N|/3; 

Valeurs réelles, mais composées chacune d'une infinité de termes. 

On voit que les formules (3) ne sauraient dispenser, dans tons les cas, 
âé recourir aux méthodes de la résolution des équations numériques^ 
souvent plus simples ou les seules possibles pour obtenir les racines de 
^équation du troisième degré. Car outre la condition de iàire disparaître 
le second terme, ces formules ont le grave inconvénient de nécessiter des 
développemens en séries , lorsque les trois racines sont réelles *, séries qni 
souvent ne peuvent devenir convergentes que par des préparations com- 
pliquées ou impossibles, et d^où ne résulteiit que des approximations, 
quelquefois trés-lentes, lors même que les trois racines sont entières. A la 
-vérité, on a bien, pour obtenir les racines, dans le cas irréductible, des 
formules trigonométriques^ calculables par logarithmes \ mais ce moyen ^ 
peu direct, ne saurait trouver place ici. 

430. EatATiONs du avATRiEMs DEGRE. Soit à résoudre une 
équation générale du 4^ degré, privée de son second terme, et de 
la forme x^ +P^' + jrr + rn: o. ... (4) 

Si nous posons 2: r=: u -|- 1? -|- 1, nous aurons, en carrant de part 
et d'autre , et transposant «*-{-»•-{- z', 

x' — (u* + r* + «')r=2(w + tt« + w). 
Carrant de nouveau , puis remplaçant u-^v-^-z par :r, et trans^ 
posant dans le premier membre, on trouvera 

ar*-«2(tt»+ï)* + z')a;* + (tt' + tï» + z*)» 
— 4 ( m'»' + mV 4- »V ) — i>uvzx = o. 

Ponr que cette équation soit identique avec la proposée (4) , et ad-^ 
mette les mêmes valeurs qu'elle pour :r, il faut qu'on ait 

(u» + »» + «»)' — 4 (mV + i^V 4. rV) = r, 

— 2 (»' + »* + «')=:^ et — 8wpz = 5r; 

d'où l'on tire m' + ©• + z* = — \p, u^v'z^ = ^q^ et 

wV + ïeV + r V = ^ (p» — 4r). 
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Par ces égalités, et d'après la composition des équations (3S7), 
on voit que tf*, 9* et x*, sont les racines respectives de Féqoation 
da troisième degré 

^+ iK+iîi (P*- 4'-) <~-èî' = 0; 
d'où cliassant les dénominateurs, par t = ^y il vient 

y+2Rr'+(/''-4r)r-î' = o....(5) 

Telle est la réduite de l'éqaation du 4^ degré. On sait mainte- 
nant résoudre cette réduite; et désignant par jr^ jr^^ y^ ses trois 
racines 4m*, 4i7*, 4«", on trouvera 

A cause de x = »-|-9-f-z, il semble que x doive avoir huit 
valeurs différentes ; mais cela vient de ce qu'au lieu de l'équation 
uvz=, — ^qj on a employé son carré, ce qui a doublé le nombre 
de racines. On ne devra donc admettre pour x^ que les combinai- 
sons où le produit des valeurs de u, v et z sera positif j si q est n^ 
^atifdans l'équation proposée (4) , et négatif , si q est positif. Ce 
qui donnera chaque fois les quatre racines de cette proposée. 

Pour exprimer les racines en fonctions immédiates des coefficiens 
de l'équation à résoudre, il faudrait remplacer^, j^,^' par leurs 
valeurs, tirées de la réduite (5) ; mais les formules que l'on obtien* 
drait seraient, comme on peut le prévoir, extrêmement compliquées. 
Aussi n'entrerons-nous pas dans plus de détails à ce sujet ; notre 
but étant seulement de donner une idée de la résolution des équa- 
tions générales des degrés troisième et quatrième. 

Nous terminerons en faisant observer que Lagrang», d'après la 
théorie des fonctions symétriques, est parvenu aux formules que 
nous venons d'indiquer. Sa méthode, moins simple que les précé- 
dentes, montre mieux comment il faudrait procéder pour résoudre 
les équations générales de degrés supérieurs au quatrième. Mais elle 
échoue, comme toutes les autres méthodes, dès le cinquième degré ^ 
par l'impossibilité d'obtenir une réduite convenable. 

De V Elimination, 

431. On sait que résoudre deux éq]aatîons à deux ihconnues x 
eXjTy c'est trouver tous les couples ou sysûmee de valeurs de x et 
^, capables de satisfaire à ces équations. Or, cela exige qu'on sacKe 
^tmm^r une inconnue, de manière à obtenir une écpaXiojkfinah^ 
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ne contenant pins qae l'an Ire inconnue et des nombres donnés. 
Mais arant d'appUqner les méthodes d'élimination, il faudra tou- 
jours préparer les équations à résoudre, de manière qu'il n'y ait 
plus de dénominateurs et que les exposans soient entiers positifs ; 
il faudra donc faire dispîiraitre les radicaux, à l'aide d^mcannties 
ausiUairei (226). Ainsi dans les équations 

^(u+fy—3]/{u—z)=—2 et «r+ie— z=16; 

on posera u^zzzzx et» — « =^ J"*> ^ T^* donnera les deux 
nouvelles équations a:* — 3/* = — 2 et j?* — j-^ -f" ^^* = ^^' 

432. MÉTHODES PARTICULIERES. On a déjà m, dans les équa- 
tions du premier et du second degré, les diverses manières d'élimi- 
ner, qu'il faut employer, pour simplifier la résolution des équations 
ou la rendre possible. Ces moyens d'éluder les di£Gicultés dans les 
calcuk, sont une partie essentielle de l'analyse algébrique, et il 
importe de se les rendre familiers par de nouveaux exemples* Soient 
donc à résoudre les deux équations 

xY+xy+xj'=eoo—xy{jr+2). 

L'élimination de a: donnerait une équation finale du S'"® degré, 
fort difficile à résoudre complètement; mais par une manière parti- 
culière d'éliminer, on trouve aisément les huit systèmes de valeurs 
des inconnues. £n effet, la seconde équation proposée, mise sous la 
forme xY {j'+iy-\'Xj-(j'-{-'l)=.600y donne :p^(^+l) 
= 24 ou — 25. Substituant la valeur de :i;, tirée de la première 
équation, il viendra 14 (7^+^) — 0^+J^)* = 24 ou — 25. 
Cette double équation fournit quatre valeurs pour ^'+J^J d'où 
résultent ensuite les buit couples de valeurs de ^ et de x. On ré- 
soudrait de même les deux équations 

xj -f a:y = 2240 et a?" + x+x = 439. 

433. Considérons maintenant les deux équations 

2z^ + Sxj- — 2xjr*—8y = o, 

x* + 3x — 2xjr — j6^ = o. 

L'inconnue^ n'étant qu'au premier degré dans l'une de ces équa- 
tions , ou en tire 

X* -f- 3jp jr (jt + 3) 

Y 2^ . ou V zn — ^ r • 

^ axH-6 ^ a(x-f-3) 

On simplifierait l'expression de^~cn supprimant le facteur x-\-3y 
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commun à ses deux termes; ce qui donnerait j^ =r |r ^ valeur qui 
réduit la première équation proposée k x — ix* = o, et donne 
aisément trois systèmes de valeurs. Mais la suppression du facteur 
X'^Sj fait disparaître trois autres systèmes; car x-f-3 étant né- 
cessairement aussi facteur de la, seconde équation proposée, qui 
revient à (x-j- 3) (x — 2j^) = o, celle-ci sera satisfaite par a? + 3 
s= o , ou xz=z — 3 ; et la première^ équation devient jr — ^ 2jr* + 
3^— 6=0, ou Çr— 2) Cr' + 3) = o. 

De sorte que les équations proposées sont résolues par les six 
couples de valeurs que voici : 

x=zOy 0, 4, —3, —3, —3, 
^ = 0, 0, 2, 2, 1/— 3, 1/-3; 

et rien n'aurait indiqué les trois derniers, si dans la vue de simpli- 
fier, on avait supprimé le facteur commun x^3f sans l'égaler 
d'abord à zéro. 

Si l'on considère les deux équations 

X* — 2fl;^ = o et x^ — 3ar' + 2o'x — 6flj-' = o, 

l'élimination de j- donnera une équation du 4^ degré en x^ réso- 
luble par décomposition en facteurs. 

434. En général, toutêê les fois que les Squattons à résoudre 
peuvent se décomposer en /acteurs ^ fonctions de Pune ou des deux 
inconnues, il ne faut pas manquer coopérer cette décomposition; 
car alors en combinant chaque facteur d'une équation , égalé à zéro, 
avec chaque facteur de l'autre équation, égalé aussi à zéro, on n'a 
plus à éliminer qu'entre des équations de degrés moins élevés ; et 
la résolution des équations proposées est beaucoup plus simple. Il 
n'est point de règle générale pour opérer la décomposition en fac- 
teurs; l'habitude du calcul j acquise par des exemples bien choisis, 
peut seule indiquer quand et comment cette décomposition est pos- 
sible.* Prenons les deux équations 

x^j- — 6x* — xjr -|- 6 =: o, 

2x^—3xy—2xy -i- 3y = 0. 

Si l'on réunit les multiplicateurs de xj" et — 6, dans la première, 
et ceux de 2x et — 3^, dans la seconde, on verra facilement que 
ces deux équations deviennent 

{xy^6) {x + î) (a;— 1) =: 0, • 
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Otj tm produit est nul dès que l'un de ses facteurs est tiro] ces 
deux équations sont donc satisfaites par neuf systèmes d'ëgalitës^ 
qui donnent aisément les douze couples de Taleurs que voici : 

^==fcl/-6, =1=1/6, ±2, +1, -1, -I, -1, 1, î; 
x==f:i/— 6, ±1/6, ±3, —1, — 1, —1, + 1, 1, 1. 

On résoudra de cette manière, les équations 

2x' — Sorr — 2y— 3x + 6^ = o, 
X — ixj- — a? *j- -f- ^' + ^* — ij-=zo. 
Quelquefois on décompose en facteurs inconnus, en éliminant 

d'abord les termes donnés, comme dans les systèmes : 



x> + y = 7 
y» — x = 7 



x + y-'=2a 
y + x-=2b. 



x'y + xy=12 
x'y + y = 18 
435. Considérons encore les deux équations 
*— (3r+9)*'+(3r'+18r+23)x-/-9r'-23^-15=o, 

L'examen des premiers termes donne l'idée de comparer la pre- 
mière au cube de x — (^ + 3) et la seconde à celui de a: -f- (^ 
— 1 ) ; alors si l'on ajoute ou l'on 6te à ces cubes , les termes né- 
cessaires pour les réduire aux deux équations proposées, et si l'on 
observe qu'en général a — ab* = a (a -|- ^) (a — b)j on verra que 
ces équations peuvent s'écrire comme il suit : 

(^— J^ — 3)(a:— j^— 1)(j:— ^ — 6) = o, 

On pent aussi décomposer les deux systèmes d'équations : 
x'— (3r— 3)a;'+(3y— 6r— l)a;— /+3^'+^— 3=0, 

Enfin, considérons encore les deux systèmes : 



X 



3 3 



— y^ = a = 26, 



X 



•y-xy' = b = 6; 



x*+2xY+y* = 8=169, 



x'y_xy + xy'=:b = 42. 

Dans le premier, on soustraira le triple de la seconde équation 
hors de l'autre ; et dans le second , on retranchera de la première 
équation, 4 fois la seconde, etc. Et pour résoudre les deux équa- 
tions 3,3^ Ij. ^y -- 252, xy = 2187 j 
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m tnaltipliera d'abord la première ^jpar x^j'^ puis on aura ëgard k 
la seconde, etc. 

436. MÉTHODES GÉNÉRALES. Prcsque toutcs les méthodes d'ëli-* 
mînatîon exposées jusqu'à présent, ne conviennent qu'à de certain 
nés équations et ne sont point générales : il importe néanmoins de 
les connaître, parce que souvent elles donnent immédiatement les 
valeurs que les méthodes générales ne fourniraient que par des 
opérations très-longues et très-compliquées, lors même qu'on pour- 
rait résoudre complètement les équations finales ; ce qui alors n'a 
pas toujours lieu. Or, parmi les méthodes générales d'élimination, 
celle du plus grand commun diviseur ^ que nous allons indiquer, 
a obtenu la préférence dans la plupart des traités d'algèbre , bien 
qu'elle ne soit pas la plus simple possible. 

Soit donc à éliminer x entre les deux équations Â=: o et B= o, 
qui ne contiennent que des puissances entières et positivés de o? et 
de^. Si l'on connaissait une des valeurs convenables de j^, en subs- 
tituant cette valeur dans les équations proposées, celles-ci n'auraient 
plus d'inconnues que x et seraient satisfaites par la même valeur 
:r = a : donc leurs premiers membres A et B seraient divisibles par 
X — a, et auraient par suite un commun diviseur en x. Ainsi il 
faudra Sabord opérer sur les polynornes A et B^ comme pour en 
obtenir le p,y, c. d, en x; et pour cela il sera nécessaire de rendre 
les divisions partielles possibles, en multipliant les dividendes suc- 
cessifs par certaines puissances des coefficiens de x, dans les pre- 
miers termes des diviseurs (125). 

Pour mieux fixer les idées, supposons qn'il y ait trois divisions 
à effectuer, avant d'arriver à un reste R" sans Xy soient M, N, P, 
les trois facteurs, fonctions ou non dejr^ introduits pour rendre les 
divisions partielles possibles; soient Q, Q', Q", les quotiens succes- 
sifs, et R, R', R'', les restes correspondans : on aura donc ces trois 
identités 

AM = BQ + R, BNzzRQ' + R' et PR — R'Q'' + R". 

Toutes les quantités qui entrent dans ces égalités, sont entières; 
ainsi aucune ne deviendra infinie par les valeurs particulières de x 
et de^. D'après cela, on voit que tous les couples de valeurs de x 
et de J'y qui réduiront A et B à zéro, donneront aussi R = o, R' 
= et R" = 5 ces couples seront donc déterminés par les équa- 
tions R'=: o et R"=i: o, l'une du premier degré en x et l'autre 
indépendante de x. Ainsi, aprms avoir résolu V équation R'' = o^ 
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il fouira iuliHiuer Ui vaîeurg de j, dam TiquaH&n W =: o^ ei 
il en rétultera lee valeurs eorreepandaniei de z. 

De cette ^manièrey on aura tons les systèmes de Tideurs de or et 
AeXj capables de satisfaire aux équations proposées A=o et B= o. 
Mais on pourra aussi en avoir d'autres ; car bien que les valeurs «r 
r= a etj^= b, tirées de R'=i o et R" = o, donnent PR= o, ce- 
pendant ces valeurs pourraient fournir P=Oy sans donner R=;Oy 
ni conséquemment B ou A=:o. De même, si ces valeurs fournis- 
saient aussi R=Oy et par suite, NB=:o, elles pourraient anéantir 
N, sans annuler B^ et dans ce cas, comme dans le précédent, elles 
ne satisferaient pas aux deux équations proposées A =: o et B = o. 
Ces valeurs seraient donc ainsi iiranghree à la question à résoudre. 
Mais lorsque j*=: b anéantit N, ^ — b divise N : déjà^-^ b divise 
R"^ par conséquent, les eolutione itranghrei, telles que xz=:a et 
jrz=ib, viennent uniquement des facteurs, fonctions dej*, qui sont 
communs à l'équation finale R'' = o et à certains coefiiciens des 
premiers termes des diviseurs successifs. De sorte que pour éviter 
lee eohUione êtranghree, il suffira de débarrasser, par la dànsian, 
TéqtiaMon finale, de tous les facteurs en y^ qt^elle pourrait avoir 
de communs avec les premiers termes des diviseurs; car ces fac- 
teurs fournissent seuls les solutions étrangères. Les autres solutions, 
en effet, ne rendant pas nuls les facteurs M, N, P, et donnant R" 
= et R' := o, donnent nécessairement aussi R = o, B = a et 
A=:o. 

437. D'après cette méthode, soit à résoudre les équations 

XX — Sx + lzizo et (^ — l)j:' + jr — 2r=o. 

Pour éviter les quotiens et les restes fractionnaires, il faut d'abord 
multiplier le dividende par (j* — 1 )', carré du coefficient de a:* 
dans le premier terme du diviseur : de cette- manière, on pourra 
faire deux divisions partielles, sans introduire de nouveaux facteurs 
(125) : le reste de cette première division sera 

_ a: (y- 5r + 3) +^'— 4r + 1. 

Multipliant le premier diviseur par (j**— -5;^+ 3)', et divisant 
le produit par le premier reste, le second reste, indépendant de x, 

sera y _ lo/+ 37/ — 64/+ 62j— 16. 

Avant d'égaler ce reste à zéro, il faut le débarrasser des facteurs 
qu'il peut avoir de communs avec les premiers termes des diviseurs. 
Or, ce second reste n'est pas divisible par j^* — 5;^-f- 3 j mais on 
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tfoave ep'il l'est par {jr — !)*> et l'on a, pour Tërîtable équation 
finale, y — 8^+20^— 16 = 0. 

Cette ëqnatîon donne à jr les Talenrs 4^ 2 et 2. Substituant ces 
yaleurs dans le premier reste, égalé à zéro, il viendra, pour les va- 
leurs correspondantes de a:, — 1, 1 et 1, valeurs qu'on trouverait 
immédiatement en éliminant j*, par substitution, entre les deux 
équations proposées. 

Si l'on n'avait pas dégagé l'équation finale du facteur ^ — 1)*, 
elle aurait été annulée par (jr — 1)'= o ; et il en serait résulté les 
deux couples de solutions étrangères j' = l et:i; = 2,j*^=l et 
x = 2. 

438. La méthode précédente entraine souvent à de très-longs 
calculs, tant à causé des préparations que les dividendes successifs 
doivent subir, que parce que la division est la plus compliquée des 
quatre préknières règles de l'algèbre. Or, ici, comme dans la recber- 
cbe des racines égales , où l'on fait usage du p. g. c. d. , on peut 
suppléer à la division par la multiplication; et c'est à quoi l'on 
parviendra, par la méthode, déjà employée (392), que voici : 

Si lê$ équaiiont projposSeg A = o et M =z o, ne sont pas de 
mêmes degrés en x, on éliminera, par addition ou soustraction, 
et aprhs les préparations convenables, les premiers termes suc- 
eessifs entre les équations A = o^ AI z=o et celles qui s'en dé^ 
duisent, jusqu'à ce qu*on ait deux équations ^zno etW tzzo, de 
même degré m ^n x. Ensuite, on éliminera, toujours par addition 
ou soustraction, le premier terme, puis le dernier, entre les équa- 
tions Bzizo et B'zzzo; ce qui donnera deux équations G = o e/ 
C'=: o^ du degré m — 1, au plus, en x. On continuera ce pro~ 
cédé sur chaque couple de nouvelles équations. Jusqu'à ce qu'on 
trouve deux équations Mzizo etW=:o, du premier degré en %, 
entre lesquelles l'élimination de x, donnera f équation N=o> ^t 
sera V équation finale en y (*). 

G)mme les égalités n'ont pas été détruites, par ces diverses trans* 

(*) Cette méthode d^éllmination, due à Eoler, est indiquée par M. 
(rergonnèy tome XXI des Amuiles de Mathématiques : elle me parait 
devoir être admise dans les éléinens, de préférence à celle du p. g. c. d.; 
parce qu^elle e&t aussi générale, mais bien plus simple que cette dernière, 
dont on doit aussi les premières idées à Euler, ainsi que d^une autre 
méthode dVlimination , que nous avons développée dans les Mélanges 
d'Algèbre. 



] 
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L'fŒmination du premier terme, pois du dernier, fournit 

2(3y-3)a:* + 2(y*-V-y+S) = û, j ^jx 
2x^+2(Sy«— 6y — l)=o. ) ^ ^' 

Avec un peu d'attention^ il est aise de reconnaître que y— 1 est 
factear de la première de ces équations ^ car y=l anéantit tons 

ses termes. Cette équation derient donc 

Ainsi en combinant cliacnne des équations y — 1=0 et 3j:"-|-y* 
—- 2y-^3=09 avec la seconde des équations (1), on en déduira 
très-facilement; pour résoudre les équations proposées, les neaf 
systèmes de Talenrs que Toici : ^ 

y=l, 1, 1,0, 0,2, 2,3,-1,. 

x=0, 2, —2, 1, —1, 1, —1, 0, 0. 

L'élimination de x* entre les équations (1), aurait fourni beau- 
coup moins simplement les mêmes solutions. 

On voit que si l'on veut simplifier, il faudra bien se garder de 
supprimer, avant de l'égfaler à zéro, le facteur en y, que l'on recon-- 
naîtra dans l'une des équations successives ; car alors on ferait dis- 
paraître des solutions convenables. Cette simplification s'obtient 
réellement en égalant ce facteur à zéro^ ce qui n'omet aucune vérl* 
table solution. 

442. La décomposition en facteurs inconnus, n'est pas seule* 
ment propre à simplifier les calculs, mais aussi à éviter les expres- 
sicms singulières ^, qu'il faudrait interpréter ensile. Supposons, 
en effet, que l'une a des valeurs convenables de y, tirée de l'équa- 
tion finale, rende nul de lui-même le premier membre de chacune 
des équations du premier et du second degré en x (ce qui donne 
chaque fois x=z=z^,et prouve qu'il y a plusieurs valeurs convena- 
bles de X qui répondent à la valeur a de y ) ; alors si y ^=: a ne rend 
pas nul de lui-même le premier-membre de l'une des équations du 
troisième degré en x, il y aura trois valeurs convenables de x, 
correspondantes à la même valeur a de y. Biais de plus, comme le 
premier membre de chacune des équations du second degré en x, 
s'est annulé par y::^ay c'est une preuve qu'il a y — a pour facteur, 
et que si on avait mis ce facteur en évidence, l'équation y — a=o^ 
combinée avec l'équation du troisième degré, aurait donné les trois 
véritables valeurs de a:; ce qui aurait simplifié les calculs de l'éli- 
mination et évité les expressions indéterminées |. 
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443. Lorsque l'élimination entre denx des éqnations s&eœssived 
de même degrë en Xy conduit à un résultat de la forme 0^=0, c'est 
une preuve que ces équations sont identiques^ et qu'elles ne diffî^ 
rent que par des facteurs donnés. Supprimant alors ces facteurs ^ 
chacune d'elles se réduira à Ds^o^ et conséquemment D sera le 
p. g. c d* des premiers membres des deux équations primitives 
(391), lesquelles seront alors MD:=::o et NDs==:o. Ces deux équa-» 
tions étant donc satisfaites par D r= o ; si D ne contient que y y x 
pourra être pris à volonté ^ et Si D renferme les deux inconnues x 
et y, leurs valeurs seront arbitraires : ainsi, dans les deux cas, le 
problème sera indéterminé; à moins que l'équation D=o soit im** 
possible, comme si D était y*+ ^6, ou a:'-|-y'-|- 1. Supprimant 
le facteur D, les équations restantes M=:o et N=::o^ pourront 
fournir des valeurs déterminées aux inconnues x et y. 

Yoici deux systèmes d'équations, oÀ l'élimination présente les 
particularités que nous venons de signaler : 

Les deux premières équations admettent le facteur X'^X^ tandis 
que les deux autres ont cbacune x — y pour facteur. 

444. Si l'une des vraies valeurs de y, tirée de l'équation finale^ 
réduit à un nombre connu l'équation M:=:=o^ du premier degré en 
Xy et donne par conséquent x === oo ^ il n'y aura qu'une valeur in- 
finie de Xy qui avec cette valeur de y, puisse satisfaire aux équations 
proposées. Car toute antre valeur de x ne pourrait réduire à zéro, 
l'expression M, qui est un nombre connu. De même, si dans le 
cours de l'élimination, on trouve une équation évidemment impos- 
sible, telle que 3:sso; les deux proposées seront incompatibles et 
n'admettront, pour les inconnues , que des valeurs infinies. C'est 
de quoi l'on se C(mvaincra en traitant les deux systèmes : 

yV+y'(y-l)x-l-o x*y-(y*-3y-l)x + y^o 
yV+y* — y' — l=o; |x'— y'+3=0. 

Les équations finales, dans le premier, seront j*[jy-^V)i:zn et 
xy — 1 = 0; d'oA^rro et arssoe, _;;"-; 1 et i-s::!. 

>9 
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445. Bezout a rei^rqDë le premier qae le degré de PéquaUon Jlhaie 
en j, ne peut être plus grand que le produit des degrés des deux équet- 
Uons proposées; et qu*U est exactement égal à ce produit^ lorsque tes 
équations sont les plus générales de leurs degrés. On reoonnait VoLaiC^ 
titnde de ce principe, en observant que dans denx équations complètes, 
en X et ^, Pane da degrë m et Pantre du degrë n, il y a toujours, dans 
la première, les termes Ajc"* et Tj"*^ et dans la seconde les termes A^s^ 
et Tfy*^ A, T, A', T', ëtant des nombres donnés. Si donc jr était connu, 
la première équation admettrait, pourx, m racines, qui substituées suc- 
cessivement dans la seconde équation, fourniraient chacune n valeurs cor- 
respondantes dej>, et en tout mn valeuis. Or, ces mn valeurs doivent être 
données par Péquation finale en jr; celle-ci doit donc être du degré ir/i. 

Ce principe ne peut guère être utile que pour savoir si Péquation finale 
est compliquée àe facteurs étrangers; ce qui arriverait si le degré de cette 
équation surpassait le produit des degrés des proposées. Mais on a on 
moyen direct de connaître ces facteurs étrangers, puisqu^on sait qu'ails 
sont compris parmi ceux qui annulent les multiplicateurs, fonctions dejr, 
employés dans Pélimination des premiers et des derniers termes (438). 

446. ExTEHSiov À TROIS OU PLUS d^équatioks. Si Pon avait trois 
équations à trois inconnues x, jr^ «, du degré m en x, on prendrait tour à 
tour, la somme des produits respectifs de ces équations par trois £sLcteors, 
propres à fiiire disparaître k la fois les deux premiers termes, ou les deux 
derniers, on le premier et le dernier : chaque élimination de deux termes 
exigerait trois facteurs, composés chacun de la différence de deux pro- 
duits de certains coeffîciens , combinés deux à deux ; et on aurait ainsi 
trois nouvelles équations du degré m — a en x, sur lesquelles on répéterait 
le même procédé, etc. 

Pour mieux fixer les idées, considérons les trois équations générales 
•que -voici, et dans lesquelles les coefficiens sont des fonctions de^ etxi 

ad^ + ha^* + cx''^ -] J-fcr + t« = o, 

à'x^+h'x^' + cfa^'^^ f-/x + M' = o, 

a!fx'^+ yy^' + d'a^'^ -J f. /'x + w" z= o. 

Si on prend, tour à tour, la somme desproduitsMspectifs de ces équations, 

i» par a'b"—b^a'', hd^^aV\ aV — ha!, 
a*» par aV — u'/i", ua" — ««", oa' — Ma\ 
3« par ifu" — u!l"y w/" — ^", tu' — ut'^ 

en divisant la seconde des équations résultantes par x et la troisième par 
x', on aura les trois équations du degré m — a en x. Avec celles-ci on en 
aura trois autres, du degré m — ^enx'^ et en continuant, on obtiendra 
bientôt trois équations du>premier ou du second degré en x, suivant que 
tm sera impair ou pair. 

Mais bien que cette manière générale d^éliminer soit la plus simple, 
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et puisse s^appliquer à quatre équations à quatre inconnues, elle donne 
toujours lieu à beaucoup de calculs , et nous ne pouvons nous y arrêter. 
Nous observerons seulement, que pour quatre équations à quatre incon-* 
nues V, X, y^ «, rélimination de x exigera des multiplicateurs composés 
chacun de six termes , et que chaque fois le degré se trouvera abaissé de 
trob unités. 

447. Au reste, quelque méthode que Ton suive, les calculs se compli" 
quent singulièrement à mesure que les degrà et le nombre des équations 
augmentent \ et Félimination n^est guère praticable alors que dans cer- 
taines circonstances et par des procédés, qui dépendent des équations à 
traiter. Aussi, malgré Timportance des méthodes générales, ne doit-on 
pas négliger les méthodes particulières ; parce qu^elles ont bien des fois, 
sur les autres, Pavantage de faciliter et d^abréger les éliminations. Mais 
ces abréviations sont des secrets de Tanalyse, qu^on ne peut deviner que 
par un usage réfléchi et des exercices bien dirigés. Nous en avons déjà 
donné beaucoup d^exemples; et en voici encore plusieurs, où Ton peut 
abréger singulièrement les calculs, si Ton s^ prend convenablement : 

I. Trouver les valeurs des sept coefficiens inconnus , pour que le cube 
xle />xa — qx — 6 soit exactement asfi — hx^ + 63a:^ + 4^5x3 —, ^x» — 
dx'^e. 

II. Partager 56 en cinq parties u, v, x,^, z, telles qu^on ait 

uu — ^"^X — a = ao7, ux — v — y — « = — 9, 
ay — u — V — x = — 19 tX. yz — u — v — x=: 38# 

III» Toutes les lettres étant des nombres inconnus, résoudre les équa- 
tions: x* — ax — 4 = o, y' + cT* — <2 = o, a<4-&-|"^4~^=7®i 
a-|-c = 6 — a, 4 + c = £i — c et x + y = c'# 

IV. Résoudre chacun des trois systèmes d^équations : 



vx + y + * = 28, 
xy + v + z = a8, 
y* + v + at = 5a, 
VI + X + y = 88. 



x» + 3x + y=:73 — axy, 
ety> + 3y + x = 44- 

et x + y = 3. 



V. Résoudre chacun des deux systèmes dVquations : 



xys + 3" + y» == 36, 

y*+9»*— *=39, 

3x-)-z=:9. 



,^ — y»* = y(x — y), 

x» + y» — xy = ï* + xy^ 

ï>(z3 + *» + yï + y)=:x(x— «3), 

VI. On résoudra aisément les deux équations x* +y*= i3 et x3 -f- 
^3=35, les deux (x3+^3)ac»=:ayi et (x3+73)^» =-4»x4, ainsi 
que chacun des systèmes : 



xyz(x> + y» + 2')=— la, 
x'yn' (x4 + y4 + ï4) r= 7a , 

X^y^fA (x8 -J- y8 -J- z8 J rr: 4i28< 



x + y+*=6» 

x> + y« + s'=:i4, 
x3+y3 + z3==36. 
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n £radra, dans chaqoe tysttee, fidre vngt dHnoomiMfl auziliaires , 
«insi qve dans cens ^ue yoki : 



xyx (x -f- y + *) ^^ ^^^ 

x»y »*' (x* + y* + *») = 16704 

x3y3z3 (x3 +y3 + 1?) = i368576 



ovt (ii + v + t) = a 
un ( OT + ut + vt) =3 b 
(u+v + t)(nv+ul+vt)=sc. 



Vn. £b ajoutant Punitë à chacun deidenx nombres iaconnns et à cba- 
cun de leurs cube», les produits des deux premières sommes et des deux 
demidres, font ao et i8ao \ qaés sont ces deux nombres? 

Vni. IVouver quatre nombres, dont la somme soU ifgale à la, celle 
de leurs carr& à $6^ ceUe de lears cubes à 3oo et celle de leurs puissances 
cpatriëmes à 1716. 

IX. Partager 63 en deux parties telles, que ao| augmente du «polîent 
obtenu en divisant le carre de la plus grande par la plus petite, donne 
'un nombre cube, dont la racine excède de Punité, le septième de la plus 
grande partie. 

X« Décomposer 38 en quatre parties a, 6, c, <2, qui soient en pro- 
gresflioa aitthmëtique, et telles qu^on ait à la fois 

jr-f'y = i09 jr*-^ax = 5 et y' + cy=z:rf. 

XI. Trouver trois nombres tels que le cube de leur produit <ftanc mul- 
tiplié par la sonmie des carrés, 1® des deux premiers, a** des deux der- 
niers, 3® du preBoier et du dernier, les trois nouveaux produits valent 

^respectivement -a, 6, c. 

XII. Trouver trois nombres, oomuôssant les produite respectif «, &« 
'€, qo^on t^tient en muMpliant le produit de deux qttdconques de ces 

nombres par celui de la somme de leurs carrés et du cube de Tautre. 

XIII. Lesnombres a et b étant inconnus, résoudre IVqnation oA^-^aa^ 
— ( A + 7) X* + 7«* + a*h = 0, sadiant que le premier membre se ré- 
<luit à a4 ou à — a4, suivant qn^on y suppose x=3i ou x=3. 

XlVk Etant donné un polynôme réciproque du 4"^* degré, comme 
1 ax4 + 8*3 + 4 1*' + 8x 4- 1 2 î décomposer ce polynôme en deux Ac- 
teurs du second degré teU, que les coi^ciens de Vtm soient ceux de 
Tautre, écrits dans tm ordre rétrograde. 

Xy . Résoudre Téqualion «4!«— (aa -4- 5 + 9)a4~-(iz + a5) x^ -f- ex^ 
^ (ac -f- 1 o) x-{- 36r=:t> , dont le premier nMiidbre est la catré exact de 
^«3.^çx-^6 : les nombres «, h^ c^p «t g étant d'aiUears inconnus. 
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ADDITION AUX SÉRIES 



De là résolution des Equations à Numéros. 

448. On a déjà m que la sommation d'un grand nombre de 
séries dépend de la résolution des Squaiions à numèroê. Or, rê- 
êoudre une équation contenant deux numéros consécutifs de Fin-- 
connue a:, tels que x^ et a:^. ,, c'est en déduire une égalité entre 
X^ et x„ , et des nombres donnés. Et c'est à quoi l'on parvient sou- 
vent en éliminant par addition et multiplication. 

Pour résoudre par addilion une équation contenant x^ et z^. ,> 
il faut Sabord préparer cette équation^ de numûre que x^ et 
x^ . I se trouvent dans le premier membre avec des eoejffieiens de 
signes contraires et tels, que celui c^ de x^ devienne celui c^^^ 
de x^ . ,> en y changeant r eny-^l, H faut ensuite remplacer, 
sUl est possible (278)^ le nouveau second membre M^par la dif- 
férence égale S^ . , — S^ de deus fonctions semblables de y et 
V-]- !• Alors T équation doublement préparée sera 

tou Ton déduira sur-le^hamp, pour f équation demandée^ 

Vn — V» = S„ — S,. 
Cette équation s'obtient ^ en effet ^ en prenant snccessiTement v 
t=il^ 2y 3, 4y ...y it — ly dans l'équation (1); en ajoutant entre 
elles les n— 1 équations résultantes, et réduisant. 

Par ce procédé, noii-senlement on résont aisément l'équation 
proposée ; mais de plus l'identité BI^^z ^yxi""" S^ conduit à som- 
mer la série dont M^ est le v* terme. 

449. D'après la méthode que nous Tenons d'indiquer, soit à ré- 
soudre l'équation x^^^ = (y+l)x^+av. 

Divisant par 1»2.S.4 ... t;(v-{-l), et posant 
^«'= i.,.M...v ' *'°* ».3:4..."(v+.) =^v-S^+.i -(2) 
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on anra, pour réqaation doublement préparée ^ 

Cette éqnation donne S„x„ — S^x, z= oS, — aS^ ; et en substi- 
tuant les valeurs de S, et S„, on trouvera^ réductions faites ^ 

x„ == 1.2. 3. 4... n(a+j?,) — a. 

De plus, l'identité (2) conduit à la formule 



a *^ a. 3 a. 3. 4 ^^a.3.4««»('»+i) a.3.4«"(«-|-i) 

Pareillement^ p, q, r, étant des nombres donnés, positifs ou né- 
gatifs , si l'on vent résoudre l'é^pation 

on divisera par — q, puis on fera — -zna et zz.h) ce qui 

donnera 

^v^t — ^v — ^' 

Multipliant les deux membres par a^'T'y et prenant 
S„ = ^«^-; d'où ««- = S„^.-S^;...(3) 

il viendra, pour l'équation doublement préparée, 

De cette équation, on tire, par les substitutions et les réductions. 

L'identité (3) fournit d'ailleurs la sommation d'une progression 
géométrique. 

Lorsque q:z=, — jp, la formule précédente donne x^^ zn f. Mais 
dans ce cas, divisant l'équation proposée par p, on en tire aisément 

^/» = ^, + ^('*'-l> 
II est facile de résoudre chacune des équations : 

L'équation (v+l)x^^^ r= vr^ + ov, donne à la fois 
»/ï = ^^,+ï«(n — 1) et 1+2 + 3-J \-n = in(n + \). 
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460. Quand tiquaHon est réductible a deux iermeê, ïun en 
z^ et f autre en x^ , ,^ on peut toujours la résoudre par voie de 
multiplication. Car si on a ^ par exemple^ 



^v+i — 2x^5 



en multipliant entre elles les n — 1 égalités qu'on trouTe en faisant, 
dans cette équation, t; = l, 2, 3, 4, ...,« — 1, puis supprimant 
les facteurs communs aux deux membres de l'équation résultante ^ 



on trouTera 






C'est ainsi qu'on résoudra chacune des équations : 

451. Quelquefois f équation proposée peut se résoudre par élé* 
ration aux puissances et par multiplications, comme 

_ fl(^ + i) m 

L'exposant m étant donné, aussi bien que a, il faudra éleTer les 
deux membres à la puissance rrP^^y puis multiplier entre elles les 
n — 1 égalités qu'on trouve en faisant successivement v =: 1, 2, 
3,4, ...,n — 1, dans l'équation résultante. Et c'est ainsi qu'on 
résoudra chacune des équations : 

a;"*, =: ax ei x'^ . :=: bvc'^x^,. 

452. Lorsque f équation contient trois numéros consécutifs de 
f inconnue \, on peut quelquefois en tirer une relation entre j.^, 
^^y\y et des nombres donnés, (fest en particulier ce qui arrive 
dks que le coefficient ^ un numéro est la somme des coejfficiens des 
deux autres, pris avec leurs signes, comme dans les équations 

Considérons, par exemple, la première de ces équations, où l'on 
suppose que x^z^o. Si nous y prenons successivement vzzl, 2, 
3, 4, ..., Vy et que nous ajoutions entre elles les égalités résultantes, 
il viendra, en supprimant de part et d'autre les termes communs, 

oz=ax^^^ — ax^ — bx^, ou ax^^^—bx^=:ax^. 

Divisant par b, posant a * 3 = <^, puis multipliant les deux mem- 
bres par e^"', et achevant la double préparation, on aura 



-*'*'"'^v=.-z:i^.('"""-0- 



Xy^^ 
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CelUi équation, résoluble par addition, fournit, en y remettanl 
la valeur de 0, et réduisant, 



^» "^ (a-- &)«'»- » 



D'après cette méthode remarquable, si l'on a les équations 

et qu'on sache que x^::;^! eXx^^z S, tandis que ^^ = 1 et ^^ = 2, 
on trouvera 

a:„ = ?(^3)-»+| elr, = S-2-«. 

• Oa peut anssi résoudre chacune des équatiou, : 

Il faudra, pour la première, soustraire «^^ , , des deux membres 
et procéder par voie de multiplication, etc. C'est ainsi qu'après avoir 
ehang[é £ en -^ o, on résoudra l'équation 

453. Za rêsoluHon des sy sentes d'èquaiionn contenant des 
numéros de plusieurs inconnues, rtest possible, ^wprks ce qui 
frèchde, que quand en peut obtenir, par V élimination, une seule 
équation, à deux ou trois numéros Sune même inconnue. Consi- 
dérons, par exemple, les deux équations à deux inconnues 

^1;+. = 2ri; et j-^^, = 2r^+ a. 
Supposons qu'on ait j'^ r=: o et ^ == a, et cherchons x^ et y^. 

D'abord si l'on change v en v — 1 , dans la première équation , 
elle deviendra ^^=2/*^^^ , valeur qui réduit la seconde équation à 

Cette équation finale est bien facile à résoudre. Divisant, en eflèt, 
les deux membres par 2^^, puis faisant 2;=sl, 2, 3, 4, ... , v — 1,^ 
fijoutant et réduisant, on trouvera 

J^osant 2irz — ©, divisant par tf% puis faisant t;s?l^ 2;, 3, 4, ...^ 
K, et ajoutant, il viendra, réductions faites ), 

j-« = ^[3.2''~(--2)»-2). 

Avec cette valeur on trouve aisément celle de x^. 

De m^me, si j^r^ zs© et j-^ ~aj dans les deux équations. 
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on en tire d'abord les deux nouTelles équalions 

ce qui réduit la seconde équation proposée à 

rv+. — 2^1;-. = — «• 

Posant 2r=c*, et opérant comme dans l'exemple précédent, on 
aura y^^ et par suite x^. 

On résoudra d'une manière analogue, les deux systèmes d'équa- 
tionsiffue Toicî : 

f;a;^^^=(t;+l)j-^+, + i;^(t; + l) et x^—y^^^^v. 
\, Quelque/oit le» équations peuvent te résoudre, 1^ par voie 

multiplication^ comme x^jr^ = '^^^^^x ®* ^v = *'^w^v+>> 
^o par addition, soustraction et multiplication, comme x^-^jr^ 
n= fl^r" et x^^ zzz ^J^J, . , ; 3<* |?ar substitution, élévation aux 
puissances et multiplication, comme x^^.^znax^,^ et j^var^, ^ 
m v^^ . , ; ^^ par addition, soustraction, élévation aux puissances 
et multiplication, comme ^l^-i-J^^^^^Ox et x^^-zn ^x^^^. 
Et il y a un grand nombre de systèmes d'équations, à plusieurs 
numéros des inconnues, résolubles par des méthodes particulières, 
qui rentrent dans les précédentes. 

455. Afflications. La résolution des équations à numéros, 
qu'on vient d'indiquer, parait devoir entrer dans |«s élémens d'al- 
gèbre ; parce qu'elle peut suppléer à certaines théories de la haute 
analyse, pour résoudre simplement plusieurs questions intéressan- 
tes. Et en voici un exemple : Deux javsurs A et B> ayant chacun 
un nombre â» jetons connu, et dont tes adresses respectives sont 
dans h rapport dos nombres entiers a et h, sont obligés de quitter 
le jeu, bien qt^il ait été convenu de ne le terminer que qtumd Tun 
^eux aurait gagné tous les jetons de f autre. On demande quelles 
sont leurs espérances au moment oà ils doivent quitter, sachant 
qvfà chaque parlio le perdant donne un jeton au gagnant? 

D'abord dire que les adressée des joueurs A et B sont omme les 
nombres entiers a et by c'est dire que sur a^b parties, le premier 
joueur en gagne ordînaîrement « et le second b', c'est dire enfin 
que sur a^* ^ chances, également possibles, il en est a qui sont 
favorables au premier joueur et b au second. D'un autre côté, 
Vespérance mathématique d'un joueur est la portion qui lui reviens 
drait sur l'enjeu total, en a^ant égard k son adresse et au nombre 
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de jetons qa'il possède, si à cet instant la partie se tronvait intcr— 
rompue. 

Gela pose, soit x^ l'espérance mathématique dn jonenr A, !<»«— 
qn'il a v jetons : il est clair que s'il n'avait plus de jetons, son 
espérance serait nulle, puisqu'alors B aurait gagné; on a donc x^ 
= 0. Si le joueur A pord la partie qui suit celle où il a i; jetons, 
son espérance sera x^^^ : s'il la gagne, son espérance sera x^.^j 

®w *'v-i "t" (^v+i — -*^v-i )• -^^^î ^* certitude de gagner cette par- 
tie augmenterait son espérance x^_^ de Jr^ . ,— ^r^-, : en d'autres 
termes, si les a-f-^ chances, également possibles, étaient toutes 
favorables, l'espérance x^_, augmenterait de ^r^. , — ^^-i 5 ^^o*^® 
puisque sur ces a -]- ^ chances possibles , il n'y en a que a de favo- 

rables, l'espérance Xy^^ n'augmentera qoe de —r-r (a:^_j,j — **v-»)- 
On a par conséquent 

d'où (a + h)Xy=. aXy^^ + *x^.,. 

Cette équation, comme on l'a vu (452), donne 

Pour déterminer x^ , supposons que n soît la totalité des jetons 
de A et B; alors A ayant tous les jetons, aura gagné, et son espé- 
rance mathématique sera la certitude. De sorte qu'alors 

(a— 5) a»-' 
ar„ = l et a:, = -^^— ^^- 

De là on tire aisément les espérances des deux joueurs A et B , 
lorsqu'ils ont respectivement p et q jetons; car alors it =r:p-|-^ 
dans x^^ et n =:jp dans (1). Si donc R désigne le rapport des espé- 
rances a?p et 1 — Xp, on trouvera 

R = a7 (a^— hP) : hP (a^— h'i). 

Les termes de ce rapport peuvent toujours être délivrés du fac- 
teur a — h qui leur est commun; et alors si azzzhj c'est-à-dire si 
les deux joueurs sont de même adresse, on aura R =jp * q, et par 
suite les espérances sont proportionnelles aux nombres de jetons de 
A et B ; ce qui est d'ailleur» indiqué par le simple bon sens. 

Si jp =z 6 et jf zz: 4 , et qu'en outre a = 2b, il viendra R = 336 
* 5. De sorte que si l'enjeu total était alors 341 francs, le joueur 
A aurait droit à 336 fr. et B seulement à 5. 
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Lorsque jp = 4, y = 2 et R=850 ; 82, a vient a ; 5 = 5 ; 3. 
Et si a = 3, 5 = 2 et R = 136 ; 76, on trouvep=2 et ^ = 3. 

Ce problème de probabilités est déjà une application remarqua- 
ble de la résolution des équations à numéros, qui en fournit la solu- 
tion la plus simple, comme on peut s'en assurer en comparant la 
précédente à celles données tome II des Annales de Mathémati- 
ques. Voici encore une application, non moins remarquable : 

456. T7H>uver les relations qui existent entre les sommes des 
puissances semblables de n quantités quelconques a^ b^ c^ d^ .. .^ V, 
et les sommes des produits diffèrens de ces quantités multipliées 
2 à 2^ 3 à 3^ 4 à 4^ etc., une même quantité n'étant Jacteur qu'une 
fois dans un même produit. 

Soit S^ la somme des puissances m ièmes des n quantités pro- 
posées ; Pj^ la somme des produits diiFérens de ces quantités com- 
binées m h m'y a,7t la somme de tous les produits différens mhm 
où a se trouve ; 5^ la somme de tous les produits différens mkm 
qui contiennent 5, et ainsi de suite. Il s'agit d'abord de sommer la 

A cet effet, prenons un produit de m facteurs, par exemple, abef 
.»,h: puisque a^ est la somme de tous les produits différens m à 
m où a se trouve , il s'ensuit que a^ renferme seulement une fois 
abef,., h 'y d'où il suit que le produit abef.,, h ne se trouve qu'une 
fois dans chacune des quantités o^, 5^, e^,fj^, ..., ^^; il est 
par conséquent contenu m fois seulement dans la somme x qui 
renferme ces m quantités. On voit que chacun des produits diffé- 
rens mkm des n quantités a, by e, dy .,,yk, n'est contenu que m 
fois dans X'y donc la somme p^^ de tous ces produits m k my n'y 
est contenue non plus que m fois : et comme x ne renferme pas 
d'autres quantités, il s'ensuit que x = mp^ ; c'est-à-dire que 

n reste maintenant à déterminer a^, 5^, c^y etc. Or, comme 
Oj^ est la somme de tous les produits m à m où a se trouve, il est 
évident que a^ vaut a multiplié par la somme p^_i des produits 
des n quantités proposées, combinées iw— 1 à m — 1, à l'excep- 
tion de la sonmie a^.i de ceux de ces produits m^-^1 k m — 1 
qui contiennent a; on a donc 
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Posant «r= — «-y'Cette équation devient ^ en multipliant de part 

et d'aatre par u"**"*, 

Prenant donc successivement m = 1^2^3, 4,...,iit, ajoutant et 
observant que a^r=a et ua^=: — 1^ on aura^ en transposant — 1^ 

Multipliant les deux membres par a"*; et observant que auzzi — 1^ 
on trouvera, réductions faites, 

Ajoutant cette formule avec les résultats qu'elle fournit en y 
cbangeant successivement a en &, c, (2, ..., A, et réduisant, d'a- 
près (1), il viendra 

S^— l'iS^-.+ASfff-a =f=i^i»-.S,=i=:»tjl„ = 0....(3) 

On ne peut former un produit de n-f-?^ ftèteurs, avec n quantités, 
n'y entrant qu'une fois chacune, qu'autant que les v antres quan- 
tités sont nulles; on a donc a^ ,^=o et jij^rzo* D'après cela, 
il est clair que l'équation (2) est encore vraie pour m^n'y il en 
est donc de même de la série (3) , pourvu qu'on l'arrête au terme 
affecté de p„; car lorsque m^ r, on a p^ =z: o. Prenant donc, 
dans cette série, successivement m ::=: 2, 3, 4, 5, 6, etc., il vien« 
dra, à cause de Sji=:ji^, * 

S, — i'A + Zj^^zzo 

^3 — JP*S, +1'.S, — 3^3 = 

^4 — PiSj +i»A — JPsSt + 4/?^ = o 

Se — P.^5 +P»^/i — Pi^ + P^^ —P&^. + 6^6 = a 
etc. 

Telles sont les relations demandées, comprises dans la formule 
(3). Elles s'appliquent aussi aux puissances — m des n quantités 
proposées; car celles-ci étant quelconques, on peut les remplacer 
par a""*, iT^y c""*, ..., *-'. Et si a, i, c, rf, ..., A, sont les n ra- 
cines respectives de l'équation 

x" + Ax»-* + Bx»-» H Ï-Tx + Urro; 

onaura;i,=— A,p^=zB,;i3= — C, jp^=:D, ...,jp^— ±U. 
D'où l'on voit que Uè sammeg ieê pmuaneu umblahiesi entières j^ 
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fùtiUvei ûu nSffativeij des racinei âfune SquaUon, peuvent tou^ 
jourê »* exprimer en fonctions rationneîîee dei coejfficienê de cette 
équation. U est visible, en effet ^ qne les relations tirées de (3), 
donnent, k cause de S^ =r jp^, 

S,=pî — 2p„ S^=p\ — 3p,p^ + 3p^, 
S^=p^, — ip^,p^ + ^p,p, + 2pl^^p^, 

%=pî— ^plp» + ^P\Pi — ^V^Pk + ^J^-f^ "" ^P^^ + %5> 
etc. 

Ces formules serviront à calculer les sommes des puissances sem- 
blables entières, positives ou négatives, de n quantités quelconques, 
dès que l'on connaîtra les sommes des produits différens de ces 
quantités, combinées làl, 2à2, Sa 3, 4à4, etc. Pour les 
puissances négatives des racines de l'équation de degré n en :r, on 
y fera a?=j^"*j et alors S_j, S_^, S^j,, etc., qui désignent les 
sommes des puissances 1>^, 2®, 3% etc. , des racines de la transfor- 
mée en jfy seront les sommes demandées. 

Réciproquement, il est aisé de voir qu'on a aussi 

2p. = Sî - s., Ôp, = s? - 3S.S. + 2S„ 
24p4 = S* ~- 6S!S. + 8S.S3 + 3S: - 6S^, 
etc. 

457» Les relations qui précédent servent de base à la théorie des Jonc- 
lions symétriques qae Lagrange a employées, 1° à résoudre les équations 
générales du troisième et du quatiéme degré (430) ; a° à tonner Téquation 
aux carrés des différences, qu^on obtient plus simplement par le procédé 
du n® 424. Les fonctions symétriques fournissent aussi une méthode 
d^élimination, beaucoup moins simple que celle du n^ 438; mais qui a 
Tavantage de conduire à Téquation finale, débarrassée de solutions étran- 
gères , et d^où résulte la démonstration complète du théorème de Bezout, 
étendu à un nombre quelconque dVquations. 

Enfin, c^est par les équations à numéros, qu^on résoudra le plus sim- 
plement possible, les problèmes que voici ; 

I. Un testunent porte que le pnniî«r des n héritier^ prcaadra a francs 
sur rhéritage, plus la moitié du reste^ le aeoimd %a £r« sur ce qu^aara 
laissé le premier, plus les a tiers du reste \ le troisième 3a francs sur ce 
qu^aura laissé le second, plus les 3 quarts du reste ; enfin le dernier na fîr. 
sur ce qu^aura laissé Tavant-demier, plus n fois la (/t-f:i)"^* partie du 
reste : -alors il ne restera rien. Quel est Phéritage et quelle est la part de 
chaque héritier? Béponse : en désignant par x^ ce qui reste de Théri- 
tage X| avant qne le t;"^* héritier reçoive sa part p^ , on trouvera 
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On peut faire a = looo et n = 3. On annit d^antres formules si les 
parts successives étaient a, aa, Sa, •••, na, plus respectiyemmit la moi- 
tié, le tiers, le quart, •.., le (n + i)' au reste correspondant, le dernier 
^tant nul. 

II. Soient marqua à volonté, sor une droite inde'finie, deux points i 
et a, distans de a métrés; puis sur la même droite, soient marqués suc^ 
cessi?ement un point 3 également distant de i et 3, un point 4 également 
distant de a et 3, un point 5 également distant de 3 et 4) et ainsi de suite. 
Quelle sera la distance de i au n* point marqué de cette manière? Rép. : 

*„ = i« [1 + (- 2r »*'] ; d'où *.= f«. 

ni. Quel sera Tctat de la cave et celui de la bourse dW marchand 
de vin , après n jours f On sait qu'ail a m litres de vin dans sa cave et p 
francs dans sa bourse. On suppose qu^il vendra 8 litres de vin à 5o cen- 
times chacun, le premier jour; qu^il aclitôtera du vin le second jour, en 
Tendra le troisième, et ainsi alternativement ; de manière que les nombres 
de litres achetés ou vendus pendant deux jours consécutif quelconques, 
seront entre eux comme les cubes des rangs de ces deux jours, le prix 
du vin de chaque jour étant d^ailleurs proportionnel au rang de ce jour. 
I Réponse : Il aura m rf: (an -\- 1) [an (n -|- *) — *] -|- * lît*^ et ^ db 
^n(n-\-i) [n (/s -|- 1) — 13 francs, le signe supérieur ayant lieu pour n 
impair f | 

IV. Les nombres étant écrits avec c chifires d&ignés, on demande, 
1° combien il y a de nombres composés de m de ces chiffres ; a^ la somme 
de tous ces nombres de m chiffres ; 3° enfin , la somme de tous les nom- 
bres , depuis le plus petit de Pun des chiÀres désignés , jusqu^au plus 
grand de m chifiresT Réponse : Soit a la somme des c chifires et n^ la 
totalité des nombres composa chacun de m des c chiffires désignés. On 
trouvera , 

Les c chiffres désignés pourraient être les 10 chiffires ordinaires, les g 
chiffires significatiâ, les 5 chiffres pairs, les 5 chiffires impairs, les trois 
chiffires a, 4i ^9 <>ul^^oû 3, 6, 9* x 

Des Séries récurrentes. 

468. On appelle iirté rScuTTenie,A.oute série dans laquelle^ pour 
avoir nn terme quelconque, il faut recourir à un ou plusieurs ter- 
mes immédiatement pr^édens. Or suivant qu'on doit employer 1, 
2; 3; ••• 9 des termes qui précèdent celui que l'on cherche^ la série 
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rëcnrrente est dite du premier ordre, du êecond, du troig&me, eie. 
Par exemple, la suite de nombres 

1, 1, 5, 13, 41, 121, 366, 1093, 3281, 9841, etc., ... (1) 

est une série récurrente du second ordre 5 cat pour avoir un terme 
quelconque, il faut y prendre 3 fois le premier des deux qui le 
précèdent immédiatement, plus 2 fois le second. 

L'ensemble des nombres positifs ou négatifs, par lesquels il faut 
multiplier respectivement plusieurs termes consécutifs d'une série, 
pour avoir le suivant, s'appelle V échelle de relation de cette série. 
Ainsi dans la série précédente, l'échelle de relation est -|-3, -\-2, 

459. Connaissant donc l'échelle de relation et autant de premiers 
termes d'une série récurrente, qu'il y a de nombres dans cette 
échelle, on trouvera successivement tous les autres termes. Mais 
on abrège les calculs, en cherchant é^aBord f expression du terme 
général; ce à quoi ton parvient quelquefois par Vinspeciion des 
premiers termes, ou par la résolution des équations à numéros. 
Ce double moyen s'applique à la série (1) précédente 3 car d'abord 
il est aisé de voir que les termes 3®, 4«, 5«, 6®, 7% etc., valent res- 
pectivement 

K3'-"+l), i(3^-*"-l), i(3'^"+l). aKS"--!), K3^"'+l), etc. 
Par ces valeurs^ il est visible que le n^ terme a pour expression 

i[3"-'+(-ir-]. 

C'est aussi ce que fournit la résolution des équations à numéros. 
En eflèt, soient a:^, a:^, , et x^.^ trois termes consécutifs quel- 
conques de la série (1)^ d'après l'échelle de relation on la loi de 
formation de chaque terme, on aura 

Cette équation est résoluble par multiplication 3 et en observant que 
x^ == 1 = Xa , on trouvera 

Posant i;=*— 1, et multipliant les deux membres par c^, il viendra 

Cette équation résoluble par addition, donne, comme on )'a trouvé 
par le premier procédé, 

ar„=i[3''-+(-l)"-]. 
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D'après cette formule , on obtient aisément, pour b somme des 
n premiers tennes de la série proposée (l), 

le signe -f- ayant lien ponr n impair* 

460. LoTêqu'on a Ui vaîeurê des Urmês fune strie f4eurrente, 
ou seulement celle de son terme central, on obtient aisément Tex- 
pression de la somme S^ des n premiers termes de cette série. 

Considérons; par exemple, la série récurrente du troisième ordre 

3, 6, 7, 18, 23, 46, 87, etc., 
dont l'échelle de relation est — 2, -f-l, -{-2. Si l'on désigne par 
^v9 ^v+i> *v+a ** ^v+i V^^^ termes consécutifs, on aura 

Prenant successivement vz::!, 2,3,4, ...,3t — 3, dans cette 
équation, et ajoutant entre elles les égalités résultantes ; il est clair^ 
k cause de or, ;=: 3 , or, r=: 5 et jTj :=: 7, qu'on aura 

S„-15 = 2(S«~8-*«) + (S„-3-.x„_.-»„) 

— 2(S„ — a:„_3 — x^^, — x„). 

Cette équation donne 

Comme S,^ n'entre pas dans ce résultat, si on y prend de nou* 
veau n = 3, 4, 6, 6, ... , n, on trouvera 

s, = i (3x„ + 2x„«. + 4« ~ 13 ). 

Par cette nlanière d'opérer, on trouvera toujours la formule pour 
calculer la somme des n premiers termes d'une série récurrente. 
Mais cette somme se composera évidemment d'autant de premiers 
et de derniers tennes , qu'il y a d'unités dans le nombre qui marque 
l'ordre de la série; il faudra donc calculer d'abord ces derniers ter- 
mes 'y ce qui deviendra très-long, lorsque n sera un peu considérable. 

On obviera quelquefois à cet inconvénient, en calculant d'abord, 
comme nous le verrons bientôt, l'expression du terme général, au 
moyen de laquelle on obtient un terme quelconque, sans passer par 
tous ceux qui le précèdent. JHais on aura lieu de remarquer que 
l'expression de ce terme général, exige souvent, pour être réduite 
en nombre, des calculs beaucoup plus compliqués que ceux de la 
formation des termes successifs, d'après l'échelle de relation. 

Dans la série du troisième ordre propesée, on parvient à l'ex* 
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pression du «• terme, en résolrant l'équation (2) par voie de mnl- 
tiplicaftion et d'addition j ce qui donne d'abord a:^ — ^«^a ^^ 2**^', 
pois Xf^ + af^_, r= 4 + 2*, et enfin 

De la résulte la somme des n premiers termes 

lé si^pM -^ ayant fien pour n impair. 

491. Avant de chereker Fexpression dn terme général^ d'une 
série récurrente, nous devons faire remarquer que toute fraction 
aTgébrique, dont le degré en or du dénominateur surpasse d'une 
mtîté celui du numérateur, Conduit par son développement , à une 
série récurrente d'ixn certain ordre. Telles sent les fractions 

« a'\'hx 4L-\' hx •\' cx^ 

.1 -|- ^x ' 1 -j- ;e>x -j- qx^ ' i-^'px^ fx^ -|- rx3 ' 

La première donne une série récurrente du premier ordre, ou une 
progression géométrique; la seconde une série récurrente dti second 
•rdre^ la troisième une série du troisième ord^e ;: etc. 

C'est d'abord ce qu'on pourrait vérifier à Faide de la division , 
en ordonnant le numérateur et ïs dénominateur par rapport aux 
puissances ascendantes de la variable x. Hais ce moyen , d'ailleurs 
lisses eempliqaé , ne fak pae coonaîflpe aisémeiyt h^ kû êes^ termesf 
du quotient; et daH»ceeas, il es% betwcoup plus simple de faire 
usage des coeffîcien» indéterminé».. 

£a cffet^ pcenons, par ex£mfle, ki seeende fvaetieni pcoposée; 
et pour la développes en sésie,, posens* 

> *"^t^^ =A4-Br+Cy'+Dj:^+Ej7^HrF3g^-|retc. 

Ghassan t le ^nominateur, et ordbnnant par rapport à x, on aura 

a + hx = k + {B+Ap)x + {C + hp + ^)x' + 
(D + Cp-f %)x'+(E4.D/> + C5:)«^+erG. 

Cette égalité devant subsister quel que soit x, û ea résulte 

A=:=a, B=rif!-A^, Ctz — Bp- — A^, D = — Cp — B^, 
E=— Djp— Cy, F=— Ej» — D^, etc. 

D^iprès ces relations , dn voit que chaque coefficient j à partir du 
tnnMÙme, eU la aaitmne dê9 produUg qiion êhheniên nmMpUant 
par ^- p CBlui qui le précède immédiatement, et par ~- q* cefUi 

20 
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qui prMde ce dermer. De sorte que la fraction proposée foomit 
UBe>8érie récurrente du second ordre, dont l'échelle de relation est 
— qx^y •— J9:r. Il est donc facile de trouver autant de tenues qu'on 
voudra, en calculant d'abord, par la division, les deux premiers 
termes a et (5 — • ap) x. 

On verra de même que la troisième fraction proposée, conduit à 
une série récurrente du troisième ordre, dont l'échelle de relation 
est ^-rx , ^^qx*y — px ; les trois premiers termes, que l'on-peut 
trouver par la division, étant a, (Jb — ap)x et (c — aq — ^-f- 
op») x\ 

462. Maintenant, voyant comment an peut trouter le ternie 
général Xtme série récurrente. Prenons, par exemple, la série 

récurrente du second ordre, fournie par la fraction — . , s- 

En divisant les deux \ termes par le coefficient q de x*y cette fraction 

prend la forme ->- , TT — ; — ;• 

* M+Nx+x* 

Soient ^et z les deux valeurs de x qui rendent nul le dénomi- 
nateur ; on aura donc M + Nx + x* = (j^ — x) (« — x). Or, 
il est clair qu'on peut écrire 

» + ^ _ P , Q . n^ 

cette identité donne d'abord Vz'^-Qj-^i^y P-}-Q=:— «, et ensuite 

y — « ^ r— * 

Les développemens des deux membres de l'équation (3) étant 
identiques, la série récurrente ^u second ordre, fournie par le pre- 
mier membre de cette équation , est la somme des deux séries ré- 
cuirentes du premier ordre, produites par les fractions du second 
membre; le n^^ terme t^ de la première, est donc la somme des' 
deux nièmes termes des deux autres. Qr, ces deux itièmes termes 
sont évidemment ceux t[es développemens de P (^ — x)~* et de 
Q(« — a:)"', c'est-à-dire P^-^x"- et Q«-'»x'»*'j ainsi on a, 
pour le n ième terme cherché, 

'»=(^+S)'"-- 

Par exemple, en développant en série, on trouve 

1 *^ ax • ^ *. 

j^:^3^=l + 3a:+6:c*+ llar»4-21x*+43x*+ etc. 
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Pour avoir le n^ ferme de cette sërle^ dont Fëclielle de relation 
est 2j7% X, on divise les deux termes de la fraction par — 2; et 
alors on a 

jr = i, « = — 1, ^ = -i, . = -1, P = |etQ = i. • 

Donc /„ = i[2''+'— (— l)»-']ar"-'. 

De là on de l'ëqnation 't,j.ï='t>4.i"l"2/!„, on tire, ponr la somme 
des n premiers termes de la série proposée, lorsque x^l, 

S„ = a2"+'-(9±l)], 
le signe -{~ ayant lieu ponr n impair. 

Lorsque les nombres jretz sont irrationnels ou imaginaires^ le 
signe radical^ dans l'expression de t^, disparaît par le développe- 
ment des puissances 3 et c'est alors que le calcul du n™^ terme , an 
moyen de cette expression^ est beaucoup plus long que la détermi- 
nation du même terme ^ par la formation des termes successifs de la 
série. On s'en convaincra ^ en cherchant; par exemple, le 20® terme 

de la série qui résulte du développement de ' ; * - 

Quand les nombres^ et z sont égaux et de même signe, la for- 
mule pour trouver i^ devient f et ne peut plus s'employer. Dans 
ce cas, on a évidemment M + No; -|- a;'=r (j* — a:)'; prenant alors 

f -|- «a: ^ »x 



le n™® terme de la série produite par la fraction du premier mem« 
bre, sera la somme des termes en a?'*"' dans les développement de 
^^— ar)""* et •J7(^ — a:)"". On aura par conséquent 

C'est ainsi que la série 1, 7, 24, 68, etc., dans laquelle ty.^zzi 

/„ = (6n — 3)2"-» et S^ = 4 + (5n— 8)2'»-. 

Ce que nous venons de dire sur la recherche du terme général 
d'une série récurrente du second ordre, montre suffisamment ce 
qu'il faudrait faire pour obtenir le terme général , dans les séries 
récurrentes du troisième. Mais nous ne nous arrêterons pas à ces 
calculs; d'abord parce qu'on ne sait pas, dans tous les cas, décom- 
poser en facteurs le quadrinome M-l-Nx-f-P^'-h^ ? ^^ manière à 
le mettre sous la forme (^— <3?)(«r— .a:)(/ — x), et ensuite, parce 
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que qoand les nomBres y^ Zy iy ne sont pas rationnels y Pespression 
da terme çénénly pour être réduite en nombre , demande des caA^ 
culs beaucoup plus compliques que ceux de la formation des termes 
successifs de la série, d'après l'écbelle de relation. 

463. Une $èri» récurrente étant donnée, am$i que êon içhelim 
de relation, il est aisé de trouver la Jraetion génératrice. Soit , 
par exemple, la série récurrente du second ordre 

1-^2 + 8 — 20 + 68— 188 + 596— 1724 + etc., 

dont l'échelle de relation est +6, — 1. 

Cette série n'est qu'un cas particulier de celle-ci : 

1 — 2j: + 8x'— 20x'+64x*— 188x*+696x^— etc., 

dans laquelle l'échette d» vektMB est +6a?'. -^x. Soit ■ . T . . 

la fraction génératrice inconnue. (^ sait que cette fraction conduit 
â une série récurrente du second ordre (461), dont les deux pre- 
miers termes sont a et (9 — ap)^^ et dont Téchelle de relation est 
"^qx^y '^px'y ainsi dans là série propeséo, en ar 

azzily * — opzs: — 2, — -f = 6 et — |r=5— Ij 

d'oàroÉtire a = l, i> = l, jfrr — ff et *r= — I. 

D'après ces valeurs, il vient 

— i=f— = 1 — 2r + 8x* — 20»*+68a:*— 188ar* + etc. 

1 -|- X — ox' 

De là on yerra que, pocer jrr^ 1, le n^* terme et la somme des 
n premiers termes de la série jvoposée, sont respeetÎTement 

/„ = |t2"-' + 4(-3)»-] et S„=|(2»±3»), 

le signe + ayant lien pour n impair. 

464. Cbercbons enfin comment, une eérie étant donnée, on 
peut reconnaître si elle est récurrente et en trouver la Jraetion 
génératrice. Prenons, par exemple, la série 

1 + 4r + 23a?" + 127x* + 704x*+ 3901:r* + ett;. 

D'abord on voit que si cette série est récurrente, eSe n'est pas du 
premier ordre : supposons-la du second et conséquemment produite 

par la fraction ■ , ' — ;• D'après ee 91'oa a tu (461)^ on doit 
^voir "^^ 

i»::ï:l,& — fl^=r4, 4p+^s=^2a^2^+4j^s:-^127, 
127|i + 23^3:: — 764, 704|^+127f S£*-300], ete. 



/ 
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Les quatre premières relalkms donnent anzly érr-o-l^pz:: 
— - 6 et q:=: — 3. G)mme ces valeurs satisfont à toutes les autres 
égalités ; on voit que la suite prc^posée est une série réourimite du 

second ordre, prodidte par la fraction z r-i- 

Si les relations qui suivent celles employées, n'étaient pas satis-r 
faites par les valeurs obtenues, la série ne serait pas du second ordre. 
il faudrait alors essayer, par des calculs analogues, si elle est du 
troisième : le procédé peut donc conduire à plusieurs essais inutiles. 
LéOgrangè a donné une méthode directe, pour trouver si la série 
est récurrente; mais nous n'en dirons pas davantage sur ce sujet, 
parce que les questions qui conduisent aux séries numériques j in- 
diquent le plus souvent si elles sont récurrentes, et que l'inspection 
des premiers termes , suffît quelquefois pour faire trouver l'échelle 
de relation. 

465. D'après ce qui précède, il n'est pas difficile d'obtenir la 
formule pour calculer la somme des n premiers termes 4e chacune 
des séries numériques : 

I, 6, 16, 44, 112, 272, 640, 1472, 3328, etc., 
1, 2, 4, 7, 11, 16, 22, 29, 37, 46, 56, 67, 79, etc. 

On verra d'abord, comme phis haut (464), que la première est 
une série récurrente du second ordre, et la seconde une du troisiè- 
me. Mais on peut aussi regarder cette dernière, comme une série 
f éourjente du premier ordre et d^mie et^kce pariicuiHère, formée 
en ajoutant à chaque terme le rasig de >Qe -tm^me, pour avoir le 
terme «ûvaiit. 

4€6« £^o parêitidier atlhote ohtufue xmnée un môutonfimelle , qui lui 
donne un moE/ton mdleia.premiè^Be année qui^sttU^ \ femelle la seconde^ 
et ainsi a^rnatit^emeni^ d'année en année, j^e méme^ ^chaque mouton 
femelle né une année ^ pnoduit un mouton mdle'la première année sui- 
vante^ 1 femelle la seconde^ et ainsi alternaliv.ement. Combien aura-t-H 
de moutons en tout^ au bout de n années ? 

Formant, coomie pn le voi^ 1*", i**, i^, l**^ 1^, !<", l**, Jf, 1^, etc. 
tiu tableau, dans lequel chaque 1", 1^, 1",!^, 1", 1', 1", 1*", etc. 
ligne soit composée des nom- 1™, 1*", 1"*, j^, 1", 1^, 1™, etc. 

bres de moutons produits, peu- 2*",^^ 2"*, "2*^, 2", 2^, etc. 

daiitle8aBnées<sttcGe66ives,par 2^, 2^, 2", 2^, 2**, etc. 

les moutons femelles de la co- 4*", 4^^, 4"*, 4^, etc. 

lonne immédiatement à>gau(ihe 4*^,4^, 4"*, etc. 

âeGrîleoù<:t>mmeiie6«0ite'li- 8*^,8^, etc. 

gne; il sdra évident que %es nonibres i>e^peoll6 de montons femetles «t 
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mâles, pendant les années snocessiTcs, formeront les deux séries que voici : 

Femelles,,, i, i, a, a, 4i 4) ^y ^i ^^i ^% ^^i 3^) ^4i ^4i etc., 
Mdles o, 1, 1, 3, 3, 7, 7, i5, i5, 3i, 3i, 63, 63, 127, ete. 

Ces deux suites de nombres forment chacune deux séries récurrentes «la 
premier ordre \ et on en tire aisément , pour le nombre total de moutons 

le signe supérieur ayant lieu pour n impair. De sorte que J715 =: 18 et 

467. Si chaque mouton femelle acheté ou né une année^ produisait un 
mouton femelle la première année gui suit^ un mdle la seconde^ et ainsi 
alternativement; pour trouver le nombre de tous les moutons, au bout de 
n années, on aurait d^abord ces deux séries récurrentes du second ordre : 

Femelles.,, 1, a, 3, 5, 8, i3, ai, 34, 55, 89, i44i ^^*y 
Mdles o, o, 1, a, 4i 7i i', 30, 33, 54, 88, etc. 

Si donc x^ , ^v+i ^^ ^vjl% désignent les liombres respectifs de mon- 
tons achetés et nés pendant les années t;", (1/+1)* et (v+^)*) et S„ le 
nombre de tons les moutons, au bout de n années, on aura 

^v+« = ^v+i + ^v + » et S^ = IX ^ + x^_, — n. 
On peut varier d''un grand nombre de manières ces sortes de problè- 
mes. Par exemple, une génisse âgée de 3 a/z#, produira chaque année un 
veau femelle; et chaque veau femelle^ né une année ^ donnera chaque 
année suii*ante^ à partir de la troisième^ un veau femelle. Il pourrait se 
faire que la génisse produisant^ pendant les années successives^ alterna- 
tivement 1 veau femelle et i veau mdle^ chaque veau femelle^ né une 
année^ donnât 1 veau femelle la 3* année suivante^ 1 mâle la 4*, et ainsi 
de suite; ou bien que chaque veau femelle d'une année produisit 1 veau 
mdle la 3* année suivante, 1 femelle la 4', et ainsi alternativement. 

Pour avoir le nombre de tons les veaux produits au bout de n années, 
dans le premier de ces trois problèmes, il faudra chercher la somme des 
n premiers termes de cette série récurrente du troisième ordre : 

1, 1, i, a, 3, 4, 6, 9, 1 3, 19, a8, 41, 60, 88, lag, 189, a77, etc. 

Dans les problèmes qui précèdent, nous avons obtenu, par induction, 
la loi de formation des séries numériques; mais à Taide de la notation 
des lettres numérotées, il serait facile d^établir la généralité de cette loi, 
pour chaque série. 

I 468. Voici encore quelques problèmes à résoudre : 

I. Les premiers termes d^une série étant 1, 3, 6, •••, et un terme quel- 
conque valant celui qui le précède immédiatement, plus 4 fois la différence 
des deux termes qui précèdent immédiatement ce dernier ; on demande 
quelle est la somme des n premiers termes de cette série f [R. (7=1= g) 
a'*"* — I (3/1+8), le signe supérieur ayant lien pour n impBir.3 
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IL QaeHe est la somme des n premiers termes dWe sërie numérique, 
dont le prepaier est i, et dont nn terme qadconque est ëgal à celui qui le 
précède immédiatement , plus 9 fois la somme de tous ceux qui précèdent 
ce dernier? [R. J(4'**"*3l= a'^'J, le signe + ayant lieu pour n impair.] 

in. Quelle est la somme des n premiers termes d^une série récurrente 
du 3* ordre, dont les trois premiers termes sont 1, 3, 6, et dont Téclielle 
de relation est 6, — 11, 6r [R.|(3'*+»— 3"^»)— |(/i+a) + i.] 

IV. Quelle est la somme des n premiers termes dWe série, dont les 
deux premiers sont 1 et a , et dont chaque terme est égal au double du 
précédent moins le reste obtenu en étant 1 du terme qui précède immé- 
diatement ce dernier? [R* ^n ^n^ •{• 5)»"} 

V. Un particulier achète, pendant chaque semestre, a pigeons femel- 
les, qui lui donnent chacun a pigeons mâles le premier semestre suivant, 
3 femelles le a*, a mâles le 3*, 3 femelles le 4*) et ainsi alternativement. 
Combien les pigeons achetés auront-ils produit de mâles et de femelles 
au bout de n semestres ? 

Séries des Puissances des Nombres entiers. 

469. Soit m nn exposant qnelconqae, positif ou négatif; soit 
Stj^ la somme des puissances mièmes des n premiers nombres en- 
tiers^ et supposons que les coefBciens a, h y c^ dy etc, aient des 
valeurs propres à établir l'identité 

S^ = an'»+* + ^"^ + en'»-' + (&i"^ + etc. . . . (1) 

Ces cœffîciens sont indépendans de 7t ^ ils resteront donc les mêmes 
quand on changera n en n — 1. Mais alors la nouvelle valeur de 
S^ aura le terme w"* de moins que la première. Si donc on retran- 
che le second développement hors du premier^ le reste sera néces- 
sairement identique aYec n"'; on aura donc 

cnT^^ — c(n — If' + dn"^-^ — d(n —.1)'"- + etc. 

Développant les puissances ^ et réduisant, on trouvera 

n"*=:a(m + l)n"'— fl(m+l),n'»~' + fl(m+l)3n"'"" — etc. 

+ àmn'""' — bmy^ + hm^i"^ — Im^'^ + etc. 

+ c (m — 1) n"*-*— c(m— l),»""^ + c(m— l^n'"*^— etc. 

4- ^(m — 2) r^ — d(m — 2\n"^ + etc. 

+ « (m — 3) nj"^ — etc. 

+ etc. 
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Pour 1^0^^ «erte «^nttÎMii raJifilâliliiiis kst vdeiurs ^es drvfers 

viendra évidennucnt 

»"* = a<w + 1)»»^ + B«n'"-" + C (m — 1) ««-* + 
»'(«— 2)«i"'-^ + E(j«— 4^)««'^^4-«tc -, (2) 

Et on doit remarqner que pour avoir £, il faut maltîpGer la Ta- 
lear de D par nt — 2, en divisant les termes snccessifs au produii 
fMir 2, par 3, par 4 et par 5^ puis soustraire le résultat liors de e. 
On trouve F d'une manière analogue , puis G^ H, el ainsi de suite. 

Cela posé, les deux "membres de (2) étant identiques, il £iut qiK 
les coefliciens d'une même puissance de n soient égaux ; de part et 
d'autre; ainsi on a les équations 

a(m+l)=lj B=:o, Crzo, D=:o, £ = o, F = o, etc. 

Ces éqnatîons sont tontes du premier degré en OjbyCfdy t,/, etc. ; 
et de plus , l'inconnue de chaque équation , a partir de B = o^ n'en- 
tre que dans un seul terme avec 1 pour coefficient : donc a, by Cy 
d, eyff etc., sont des nombres rSel» ^fitUi; conséquemment la 
forme (1), supposée au dévek^p^ment ^e S^^ est la véritable (ce 
qui complète la démonstration du n^ 328 ). 

Prenant donc les valeurs de a, h^ c, d, 9,/, g, etc., dans les 
équations précédentes p et substituant ces valeurs dans l'expressicHi 
(1) de S^, on aura 

"» m 4-1 la 720 

4^ . 720 

Il n'est pas facile d'apercevoir la loi des termes -de cette formule, 
qui a lieu d'ailleurs quel que soit l'exposant m. Néanmoins , elle 
Fournit une règle pour passer de S^^j à S^j lorsque m est un nom- 
bre entier positif. En effet, comme alors S^ est nul en même temps 
que 71, on voit que n est facteur dans tous les termes; et que pour 
des valeurs particulières de m, on doit négliger tons les termes de 
la formule précédente, qui ne contiendront pas n ou qui serait 
divisés par n, £n outre, si une puissance de n, depuis la plns,|^ode 
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jusqu'à la {dus petite , vient i manquer dans S^^^^ , cette puissanoe 
doit être considérée comme formant un Urme dont o est le eoejfi^ 
cient. 

D'après cela , si Pim compare la yaleor de S^ à celle ^e S^,^,, on 
verra 4fiej^ur trouver Sn^ iljaui nmlUpUerpar m totu les éfr- 
msM de Sn.i> et augmenter de 1 V exposant de n dam chaque terme 
euccessif; puis diviser h premier terme du résultat par m.-\'\, 
le second par m^ le troisième par va — 1, Je quatrième par m. — 2, 
et ainsi de suite j jusft^au éemier : tewpreeeien f^snltante p sera 
la mdenrde S^^ exeepté le êemiM * termje nx ; ée sorte qu'on aura 
Sm == p 4- nx. Fusant ensuite n = 1^ m qui rêduU Su à f unité, 
et le polynôme ip à un nombre connu p'^ il viendra 1 = p' -^ Xj 
ou x=l — p'j letpar wseOe Sm-i^p + (1 — p')n. 

Au moyen ^de oette règle^ il sullit de <ooniialtfe S^ = 91 , pour en 
déduire aisément S^ , pm S,, S3 , S., S^, elc. Dëoomposaot donc 
les résultats en j^cfteunsi on tn»aveni 

S, = è«(H + i)(3«+l) 

S^ = ^n{n+l)(2n + l)lSn{n + i)-l] 

S5 = f,n-(n + l)»[2n(n+l)-l] 

Çe = jn(n + l)C2n + l)an-(ii + iy-i«(n + l)+4] 

S,=:§,(n + l){2n + l)l5n'(n+lf-10n\n + iy + 2] 
etc • * * 

470. Soit S',^ ia somme des puissances mièmes des n premiers 
nombres impairs^ m étant quelconque; on peut poser encore 

S'^ = anT''*'' 4- hn'^+ cn'^'^' + dn"-"+ etc. 

Changeant n en ;t — 1, et soustrayant la nouvelle valeur hors de 
celle de S^,„ , le reste sera nécessairement identique avec le déve» 
loppement de (2w — ï)"*; on en déduira -donc les \alears des coef- 
ficiens a^hy Cyd^ etc.; d'où résultera la formule 

3S4S ^^""^ + ''**'* 

Lorsque m 'est eikder po&itif ^ la valeur de S'^ se tare de celle de 
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^'m«i f s^solmnent d'après la règle du précédent Boméro, à la seule 
exception qu'au lieu de multiplier par m tous les termes de S',,,^^, 
il faut les multiplier par 2m. Ainsi, partant de S'^zrn, el décom- 
posant en facteurs, on trouvera successivement 

S'.=:n», S',z=:|n(2fi— 1)(2«4-1), S'3=n»(2n»— 1), 

S'^=:^[4n*(4«*— 10) + 7], S'5=|n«[4n»(4n« — 6) + TI, 
S'g=^(2«— l)(2«+l)[24n'{2n*— 3)+31], etc. .,. 

On peut remarquer que si n est infini, m étant quelconque, la 
valeur de S'^ se réduit à son premier terme ; et si m = — 1 , on 
aura l'infini pour la somme des inverses de tous les nombres îm- 
pairs. 

471. Considérons maintenant la série des puissances mièmes des 
n premiers nombres entiers, dans laquelle les termes sment alter- 
nativement positifs et négatifs, et représentons par P,„ la somme 
algébrique des termes de cette série ; nous pourrons écrire 

P^=— (— l)»[an'»+^'»-" + «i'«— +<&i'»*'+etc.]. 

Si nous changeons n en n*— 1, et que nous retranchions le résultat 
hors de l'expression qui l'a donné, le rest« sera identique avec le 
ftième terme — ( — i)'*n^. Supprimant donc — (—1)" de part 
et d'autre, puis développant les puissances de n — 1, et opérant 
comme plus haut (469), on aura des équations qui détermineront 
les coefilciens a, ^, c, i7, etc. Substituant leurs valeurs dans celle 
de P^, il viendra 

formule dans laquelle le signe supérieur a lieu pour n impair. 

La loi des termes de cette formule n'est pas évidente; mais lors- 
que l'exposant m est un nombre entier positif, on en déduit une 
règle pour passer de P^^^j à P^. Restituant en effet, avec le coeffi- 
cient 0, les puissances de m qui manquent entre les termes affectés 
de n"* et n"j puis observant que dans P„j«.i il peut y avoir deux 
termes constans, dont l'un en =i=n°, le signe -f" ftyant lieu pour n 
impair et le signe — pour n pair; négligeant d'ailleurs l'autre terme 
constant, lorsqu'on fera usage de la règle à énoncer, on verra que 
cette règle se réduit à ceci : pour passer de Pm., à P»^ ilfanU nad^ 
' tipUerparm UmsUs termes de Pm-i^ depuis le premier en vT"^ 
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jiuqv^au dernier en n% mehuicement ; dwiserensuOe le premier 
terme du résultat par m, le second par m — 1^ le troisùme par 
m — 2^ e/ aiiisi de stUte, jusqu'au dernier j qui sera divisé par 1 ; 
prendre enfin n = 1 ^/ n = 2 dans V expression ainsi obtenue y et 
soustraire Us deux valeurs résultantes respectivement de 1 et 1 
— 2" : les restes, pris avec leurs sigûes, seront ce qu*on doit 
aje?iter a V expression proposée y le premji^r pour n impair et le 
second pour n pair, afin Savoir la valeur complète de Pm. 

D'après cette règle remarquable, comme Pjj==i=| -f- 1, on pren- 
dra =t:^**5 d'où l'on déduira rtzw. Faisant n = l et n = 2, dans 
cette expression , ce qui donnera -et — 1 ; puis soustrayant ces 
valeurs, la première de 1 et la seconde de 1 — 2* ou de — 1 , les 
restes ^ et o seront ce qu'on doit ajouter S" db ^n, le premier pour 
n impair et le second pour n pair, afin d'obtenir la valeur de P^ : 
et comme r±= ^ -[- ^ se réduit à \ pour le signe supérieur ou pour n 
impair et à o pour n pair, il en résulte 

comme le fournirait immédiatement la formule générale. Opérant 
de même sur l'expression =±=(|« -j-^n**), pour avoir P,, et conti- 
nuant ce procédé sur les résultats successifs, on trouvera les for- 
mules que voici : 

P.==i=K2n + î) + i, 
P,==t=>(« + 1), 

P,=±K2« + l)[2«(« + l)-l]-i, 
P^ == =±= i« [«»(« + 2) -1], 

P, = ±J(2« + l)[«(« + l)-ir + i, 

P6 = =bi«(« + l)[«'(« + l)'-3«(« + l) + 3], • 
etc 

472. Enfin, soit P'^ la somme algébrique des puissances m™®> 
des n premiers nombres impairs, prises alternativement avec les 
signes + et — : par des calculs analogues à ceux qui précèdent, 
on s'assure qu'on passe encore de P',„_j à P^ au moyen de la règle 
du précédent numéro, à l'exception qu'au lieu de multiplier par m 
tous les termes de P'^., , depuis le premier en n"*""* jusqu'au der- 
nier en n^, inclusivanent, il faudra les multiplier par %m\ et qu'à 
la place de 1 — 2'", il faudra prendre 1 — S'". Ainsi, puisqu'évi- 
demment P'^ =^ =fc= in" -J- » > ^^ trouvera les formules : 
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P,=db« [4(«-.l)<»+l)+13, 

P'j = =i=nt8(n'— 1)|>'— 8) + l], 

F5 = =i=i(4«*-l)t8«*C2«'-7) + 81]-Ç, 

etc ••• • 

Dans ces formules, comme daus les précédentes, le sî^pue ftopénenr 
a lien pour u impair. 

473. Les fbnmiles établies dam les précéde&s Bomëros, reçoi-* 
vent plosienrs a|^ptioatioiis vtîles ; et entre antres, cfies servent à 
êommer, avec facilita, tonte série dent le vième terme est mie 
fonction entière et ratioiinelle de v. Par exemj^, supposons qoe 
k vièmeierme soit 

prenant successivement «y = 1, 2, 3, 4, ..., n, et ajoutant entre 
elles les n expressions résultantes, il est dair, d'après les notations 
du n<» 471, qu'on anra la somme S = 2P, -f" ^i* Substituant les 
valeurs de F, et P^, puis décomposant en facteurs, on aura la for- 
mule pour calculer aisément la somme S. C'est par des procédés 
semblables qu'on sommera les séries des nmnbres figurée, et qu'on 
résoudra les problèmes que voici : 

I. Quel nombre n d^imnées a-t-il faUu à un particulier pour avoir 781 
pigeons f On suppose que chaqae année il ait acheté un nombre de pi* 
geons femelles égal au rang de cette année, et que chaqae pigent feaielle 
acheté mie année, ait produit chaque année suivante un nombre de pigeons 
mâles égal au rang de cette année suivante, à partir de œlie de P«chat* 
Réponse : On trouvera œfte iquaticb, Sicile à réseadre, 

i^n (i»4-j)£/i.(n4- 1) + 10] = 781. 

II. Dans la suite des n premiers nombres entiers, i** on ajoute chacun 
à k somme de tous les inférieurs.; a** on multiplie chacun par la somme 
de tous ceux au-dessous de lui : il en résulte deux séries de nombres, 
dont la somme est aaïaS. Quelle est la valeur de /z? (R. 30.) 

m. Quelle est la sonupe de tous les nombres formés, en aj.outaQt et 
en multipliant , deux à deux , les n premiers u'ombres entiers ; on même 
de -ces demievs nVntrant qu^une fois dans une -même somme partielle et 
«nmâaeprodût? {R. i^n^n — 1) (»'f'^)(^'^ ^4)*] 

IV. Trouver le sombi«, ia somme «t le produit de tontes "les fractîoiis, 
moindres que limité, qae 1^ peut former avec les n pmpiers «oeriMes 
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entier», en dÎTisant par e)»acmi d^eux, suoce^sivemem tou» le» inférieurs. 
£ Nombre Jn (ir— i ) 5 somme 5»(»+ 1 ) ; pnMkiiK a'*^î . 3'*"'5 , 4.«-7 , . , 

V. Il y a 14190 triangle» ^ffîreas, dont les= sommets sont aux inter- 
sections de R droites situées dans un même plan , de manière qu^il n^en 
existe pas de parallèles, ni plus de deux concourant à un même point* 
Quel est ce nombre de droites? (R» 10.) 

VI. Il y a 4^4^ tétraèdres diffi^rens, dont les sommets sont les inteiu 
sections de n plans tels, qu^il n^en existe pas de parallèles, ni plus de 
trois concourant au même point. Quel est le nombre de ces plans f ( R. 6. 
Ces deux dernier» proMèmes appartiennent à la théorie des combinaisons.) 

474* PiLB HEXÀGOSÀLB. On peut toujours disposer en hexagone des 
boulets de même diamètre , en plaçant d^abord i boulet, et autour 6 bou« 
lets, autour de ceux-ci la boulets, puis 18, a4v ^^> •••) ^ (^ — i)* On 
aura ainsi des boulets en contact, formant un hexagone régulier, et dont 
le nombre total sera i-|-6 + ia-f'*^ + **''f*'^(^ — i)=t;3 — (v — 1)3. 
Ce nombre sera le vême nombre hexagonal^ pour le (£»tiDgn«r du %/°^ 
nombre hexagone^ dont nous indiquerons plus bas 1» formation. Ainat 
la somme des v premiers nombres hexagonaux 1, 7, 19, ^7^ 61, 9,1, 137, 
••., [v^— (v— 1)'], se réduit à v^ : c^est le nombre de tous les boulets 
qui composent la pile, dont les v tranches,, à partir dn sommet, sont des 
hexagones réguliers^ ayant successivement i,, », 3^ 4> •••) ^ boulets de 
chaque côté. 

Mais cette pile est loin de, renfermer tous les boulets que Ton peut 
placer sur Thexagone régulier, dont chaque côté contient v boulets. Voici 
la construction d^une autre pile^ ayant cet hexagone pour base : sur cette 
base , prise pour première tranche, on placera, une deuxième tranche ^ 
dont les rangées de boulets soient pajrallèles. à une rangée de la base ; sur 
cette deuxième tranche on en placera une troisième, en procédant de la 
même manière \ sur cette troisième, une quatrième, et ainsi de smte» On 
trouvera aînn des tranches ayant toutes trois cêtés non^contigns de v 
boulets chacun, tandis ^e les trois antres côtés venfisanesont chacun 1, 
3, 3, 4i •••t V.— 1 boulets de moins pour les tranches »*, 3% 4% •••) v*; 
De sorte que la v* tranche sera un triangle équilatéral ayant v boulets 
de chaque c6té y el la pile tronquée^ ainsi formée, sera ccMnpcise sens un 
hexagone régulier, trois carrés et quatre triangles équilatéraux, noa ad- 
jacens deux à deux, et leurs côtés étant composés de v boulets chacim. . 

Or, il est aisé de voir, par une fi^nre, que cette pile taonquée senfer<- 
me, 1^ une pile tétraèdre,, dont la base est un triangle équilatéral ayant 
V boulets de chaque côté. et contenant par conséquent i-{-a-f-3+4'l~ 
... i^v ou ^ (v-f> 1) bonletSi. De sorte que le nombre de tous les bou- 
lets du tétnièdhre est i-|«^+6=4- »« + «--f- Jw(t^-+-i)=^(tf4- 1) 
(v-)-2)* 3* Deux prismes triangtihires, composés c^iteuEi de v-*-i tran- 
ches trÎMOigiilaires ayant lacune v benlels pour oôté^ or qui fiiic, dans 
ks dem^ prismes I a(if-Mi}lbi»it^(«»'4*i)on(v---«i)ip(v-f'^) bouiels. 
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3* Enfin ,* ua prisme triangokire ayant v tranches triangulaires de v — 3 
boulets de chaque cdkë ; ce qui donne en tout Iv (v — 1) (y — a) boulets. 
D^où il suit que le nombre de tous les boulets de la pile tronquée, se ré- 

^^^^^ 3v[v(5i; — 3) + i]. 

Pour achever la pile hexagonale cherchée, il ne reste plus qu^à placer 
sur le tronc, une pile tétraèdre, dont la base aura v — 1 boulets de côté; 
et cette pile contiendra ^(v — 1) v (v+i) boulets. Ainsi le nombre total 
de boulets' contenus dans la pile hexagonale complète, est 

On pourrait encore construire une troisième espèce de pile, composée 
de tranches hexagonales et terminée par 4 boulets; mais cette pile est 
moins régulière et moins stable que la précédente, et ne doit pas lui être 
préférée dans les arsenaux, bien qu^avec une même base, die conUenne 
un plus grand nombre de boulets, ce nombre étant 

iv[t>(4v-3) + i]: 

elle a d^ailleurs rinconvénient de ne pouvoir être détruite pièce à pièce, 
mais tranche à tranche. 

47Ô. Nombres poltcohes et ptràmidàitx. On peut aussi concevoir 
certains nombres d^unités disposées en polygones et en pyramides ; mais 
ces unités ne sont pas en contact, et ne sauraient, pas plus que les bou- 
lets, conserver leurs dispositions en pyramides, dès que les bases de celles- 
ci ont plus de quatre côtés. 

Pour former les nombres polygones^ on divise en v — 1 parties ^;ales, 
chacun des c côtés d^un polygone donné, ainsi que chacune des diago- 
nales menées du sommet d^un même angle A, et on joint par des droites, 
les jpoints de même numéro sur deux droites consécutives, partant de A. 
On a ainsi v polygones, y compris le proposé et le sommet A, que Ton 
peut regarder comme un polygone dont les côtés sont nuls. Tous ces po- 
lygones ont Pangle A bommun et c< — a côtés parallèles. 'Si Ton place des 
unités sur les sommets de ces polygones , et qu^à partir du 3* d^entre eux, 
on pose successivement sur chacun des c — a côtés parallèles, 1, a, 3, 
4, ..., V — a unités, également distantes deux à deux et avec ceUes des 
extrémités ; il est clair que dans un polygone, les c — a côtés parallèles 
auront c — a unit^ de plus que dans le précédent. D''où il suit que le 
nombre de toutes les unitâ placées sur Taire du polygone proposé, qui 
est le V*, a pour expression 

> + («-») + (»«-3) + (3c-5) + ... + C(v-.)(c-a) + .] 

= |v (v — 1) (c — a) -|- V. 
Cette somme s^appelle U v* nombre polygone de c cotes : en y prenant 
successivement c=:3, 4) ^9 69 7i ^^•^ ^^ fournit le v* nombre triax»- 
gnlaire, carré, pentagone, hexagone, heptagone, etc. 

Quant aux nombres pyramidaux^ si Ton coupe un angle polyèdre de 
c Êices, par des plans parallèles, on aura des polygones de c côtà, sur 
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lesqads distribuant des nnitës, comme dans le cas prudent, ces mûtes, 
avec celle placée au sommet, formeront une- pyramide de c -(- i £sices. 
£t comme alors le nombre total d^unites du v* polygone est ^v (v — i) 
(c-— a) -|- v ^ le nombre de toutes les unités contenues dans la pyramide, 
sera 

^+<? + (3« — 3) + (6c— 8) + ... + [|v(v — i)(c — îi)+i;] 

= sv(v + i)(v — i)(c — a) + iv(v + i). 

Cette somme des v premiers nombres polygones de c cdtés, est appelée 
le Ytème nombre pjrramidal de c-^ \ faces • 

Prenant successivement c = 3, 4) ^i 6, 7, etc., il en résultera succes- 
sivement k somme des v premiers nombres triangulaires, carra, pen- 
tagones, hexagones, heptagones, etc., que Ton connaît déjà (283). Il est 
aisé aussi d^obtenir la somme des v premiers nombres pyramidaux de 
c-f-i&ces. 

476* Enfin, au moyen dès séries des premières puissances, lorsque les 
termes sont alternativement positi& et négatifs (471 et 472), on trouvera 
es formules que voici : 

«.34. 6— io + ...:±:|ii(#i+i)=:±5#i(n+a) + |(i=fci) 
— -S + ia— aa-}-'*'=t*»(3/i'— i)=db5ii(3/i+a)— ^(idbi) 
— 6+15 — a8 + — =±:n(an — i)=:=i54n(a»+i)— J(i=fci) 
-.y + iS— 34+...=fcîn(5»— 3)==±=J#i(5ii+a)— |(i±i) 

_4+,o-...d=^(«+0(/i+a)=d=^(/i+a)(aii+5)+i^(i=fci) 
_5+i4--=tf(«+i)(aii+i)=dt^«(«+i)(n+a) 

— 6+i5 d=i,,»(«+i)=dtf(/i+a)(aii+i)— ^(1=1=1) 

_7+„_...=tJ(„+i)(4„-.i)=db^(„+a)(4„+i)_|(i=t,) 

—5 + 15—35+70 r±:àn(« + i)(it + a)(/i+3)= 

Dans ces formules le signe supérieur a toujours lieu pour n impair. 
Les quatre premières séries renferment les nombres triangulaires, pen- 
tagones, hexagones et heptagones; et les quatre suivantes, les nombres 
pyramidaux à 4) 5, 6 et 7 faces. Enfin, toutes ces formules sont les 
sommes des progressions les plus simples des ordres a*, 3* et 4*) ayant 
les termes alternativement positif et négatift. 

En général, si Ton prend alternativement avec les signes + et < — , les 
nombres de chacune des colonnes du tableau formé au n*^ 280, les nom- 
bres ryU^h^c^ etc., restant toujours positifs, on trouvera aisément les 
viémes termes des progressions des ordres i"*, a*, 3*, etc., ayant chacun 
le facteur ( — 1)^^'. Efiéctuant les multiplications dans chaque viéme 
terme, puis ajoutant entre elles les n valeurs que chaque expression donne 
en y faisant t;=i, a, 3, 4i •••« '*i ^^ ayant égard aux formules du n° 471, 
on trouvera, pour sommer les progressions des ordres i*'', a* et 3*, dont 
les termes sont alternativement positif et négatifs, les formules que voici : 
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rfc j/i (aa — làr-^-rn) +î (i =*= i) (4^ — aa^" '') t 
=t îî|«[ia4 4-fia(ii — a)-f-r(i» — a) (an — 5)3 
+ î^(idbi)(8c — 4* + aa-r). 

27^^ 5^r/(e^ trigonométriques. 

477. DÉBITÉES TIIIG0N0HÉTIIIQVE8. Dans tout ce (plî Ta SUiTTe, 
nous supposerons le rayon du cercle égal à l'unité , ce qui n'altère 
pas la généralité des résultats; et nous ferons usage de ce principe: 
le eoniuu tvai are infiniment peUi x esi é^ au rayou li, iaudit 
fUê le imu9 et la fan^imte ent fùur valeur Pare hd-méanm, Soit^ 
en effet ^ d la distance du pied du sinus à l'origine de l'are x ^t 
la corde de cet arc ; il est clair (p&'on aura «* = 2J, d'où^ à ean» 
de c<*y il ▼ient d^\x^. Or,cos j:= 1 — à-^ donc cos jr=l— 
<^^x*. D'ailleurs y on a tu en trigonométrie que sin âPszjr— --^ 
x^'y et de plus, on a taBgar={x— '<x');(l — <!**)• Sidenc 
on néglige les infiniment petits da second et du troinème ecdre, 
qui sont nub même quand ils sont répétés une infiaiti de îm.^ eo 
aura exactement gosj:=1; 8inx=xet taiigj?=jr. 

478. D'après cela, il est aisé de irouTer les premières diériTees 
du sinus, du cosinus et de la tangienle d'un are qudeen^M x. Chan* 
géant, ea effet^ x en x '^yyjiXasA un infimment pe^ d'wt eer^ 
l&in ordre, puis déTeloj^nt d^iqprès lies pfemièrts focandes^ d» la 
trigonométrie, ooi aura successiTement 

sin ( X +^) = sin x cos^ -|- sin^ cos x z= sin x -{-jr ces x, 
eos (x +^) = coe xcos^ — sin^ sîn x r= oeS'X — jr sin x, 

tang (x + J-) =il±|;= (te +^) (1 -jrte)- = 

(te+j-) (1+^te+^Vx+etc.) = ix+jijL+fx) + etc. 

Or, la dériTée d'une fonction quelconque de x,. est le ooefficieat de ' 
jr dans le déTcloppement qia'oa trouTe en ehangeani x en x -^ j*, i 
dans cette £anetion (difô); ainsi on Toit que Ism dérwéêê reepec- \ 
Oveê ie êm%,eeêx ei tang x^ «onf eo» s, — «âra x e/^ 1 4* t^x. 

On Terra de mûne que n étant un nombre donné, Tes dériTees 
de sin fzx, cos nx et tang nx, sont respectivement n cos nx, "^-^ n 
sin nx et n. (1 4- ^x). 

479: (^senrons encore que tonte fonction d'une Tanabl&x, étasl- 
constamment égale à son déTeloppement ; si Fon y change x en x\ 
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^-^^^ étatit un mfiniment petit d'un ordre quelconque, let qu^okl 
développe dans les deux membres > il y aura nécessairement iden^ 
tité entre ces développemens ; donc les coeiEciens de la première 
puissance de j* seront égaux de part et d'autre; c'est-à-dire que la 
dérivée de toute fonction et celle de son développement, sont tou^ 
jour» égale» entre elle». Et il en est de même évidemûient, des 
secondes dérivées , des troisièmes, et ainsi de suite. 

480. Séries d'après les dérivées. Appliquons maintenant ces 
principes et le calcul de» dérivation» , à la recherche des eèrie» 
trigonométrique» ou circulaire», les plus importantea. Et d'abord 
toyon» comment on peut exprimer le »inus et le cosinu» en fonc- 
tion» de farc. 

Comme le sinus est nul en même temps que l'arc, et change dô 
signe avec lui, on voit qu'il faut poser 

sin X'=iax-\-hx -{-ex + dx'^ + ex^'\-e\c,) *.. (1) 

à, hy Cydf e, etc., étant des coefficiens inconnus, indépendans de £ 
et qu'il s'agit de déterminer, d'après la ^eule condition que les deux 
membres de l'égalité proposée soient identiques. Pour cela, prenons 
de part et d'autre les premières dérivées ; nous aurons (478 et 335) 

cos X = a + 3ôa:* + 6«?jc^+ Idx^ + 9ex^ + etc. ; ... (2) 

d'où en prenant encore les dérivées de part et d'autre, 

— sinx=:2.3Aj: + 4.6c*' + 6-7d:r^ + 8.9«a:7 + etc. 

Cette dernière valeur est nécessairement identique avec la première 
(1), prise avec le signe r— ; les coefficiens d'une même puissance 
de X sont donc égaux de part et d'autre 3 ainsi on a 

2-35=— a, 4'6(?=z — ^, 6.7rfi= — c, 9>*Qe=L~dy etc» 

Observant que J?= 0, dans (2), donne a = 1, ces équations déter^ 
mineront les coefficiens a^hy c^ d^Cj etc.; et les valeurs substi^ 
tuées dans les identités (1) et (2)) fourniront 

a. 3 3.3.4*5 a.3.4.5.6.7 ' ' f .^- 

^ cos arn: 1 1 --7 ^ ^ ^ ^ -f- etc. | 

2 ^^a.3.4 a. 3. 4. 5. 6^^ ] 

Tdles sont les forihules dues à Newton , et d'où l'on tire d'autres 
formules propres à la construction des tables trigonométriques. 

481. Il esiete de» formule» générale», trie-remarquable», pour 
exprimer le» »inu» et co»inu» de Pare multiple nx, en fonction du 

21 
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tinuê 8 de fore êimpU x. D'abord U est clair qae n étant fm nom- 
bre entier on fractionnaire donné, on pent poser 

Bbinx:zzaê'{'hê '^cê +^ + **^ + «*c. 

Prenant les dérlyées de part et d'antre, il Tiendra 

n cos narn: (a + 3i/+ 6c«* + 7da*+9w' + c*c.) cos a?; 

prenant de nonvean les dérivées, et observant que celles de n cos 
nx et de cos x sont — n* sin nx et — « ; remplaçant d'ailleurs cos* se 
par 1 — 8*, développant et ordonnant par rapport à ^, on troavera 

n'siniix=(a— 2.3i)«+(W— 4.6c)«'+(26c— 6.7<ï)a^ 

+ (49i— 8.9ô)«7 + etc. 

Ce développement est évidemment identique avec la première valeur 
de sin nx multipliée. par n*; les coefficiens d'une même puissance 
de # sont donc égaux de part et d'autre ; ce qui donne 

2.35=— a(««— 1), 4.6é?=— J(n'— 9), 6.74=— é?(n«— 25), 

8.9tf= — rf(n'— 49), 10.11/=— tf(n'— 81), etc. 

Observant que x= o, dans la valeur de n cos nx, donne azziny 
ces équations feront connaître a^h^Cyd^e^f^ etc. ; et en substi- 
tuant leurs valeurs, on aura 

smfu: = nr« =-* +- : , 1 b — etc.], 

*• a. 3 * a. 3. 4. 5 \ fX\ 

M >»'— * . , («' — OC»'— 9) 4 . 1 ^ ^^ 
«os nx =: cos X [1 — *•+ ^ i^— — 2i**-^ etc.]. 

•• a * a. 3. 4 

^Opérant d'une manière analogue sur l'identité 

co8nx=l + A#' + B«^ + C#^ + D«* + ctc., 
on trouvera 

a ' a. 3.4 3.3.4*5.6 * ' 

8mRX=ncosx[« 5^* +^ L\ ^ — ^* — etc.]. 

Les quatre formules précédentes ont lieu quel que soit n ; mais 
si n est entier et positif, les deux premières ne se terminent que 
quand n est impair, et les deux autres que quand n est pair. On 
peut donc faire successivement n=: 3, 6, 7, etc., dans les deax 
premières, et n z= 2, 4, 6, etc. , dans les deux donières ; on peut 
même remplacer $^ par 1 — cos*x dans cosnx. Gbangeant x en 
90° — X| et ayant 4gard aux signes des sinus et cosinus de l'arc 
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n (90* — x)f lorsque n est entier, on anra quatre nonvelles for- 
mules pour exprimer sin nx et cos nx en fonction de cos x, 

482. Les quatre formules (I) et (K) en. fournissent d'autre^, non 
moins utOes. D'abord, si dans la première et la troisième, on pose 
nxzzza^ a étant un arc constant, et qu'on prenne n infini, ce qui 

donne x infiniment petit , d'où « = sin a? = j: = -, en résultera 

les cleux formules (H). Ensuite, remplaçant sin nx et cos nx par 
leurs déyeloppeméns ep nx (480) , puis après avoir supprimé de 
part et d'autre les termes et les facteurs communs, posant nzizo, 
et réduisant, on trouvera 

a 3 • a.4 5 ' a.4«6 7 * ' 

l=co8x[lH h-T» H 7-^« +etc.], 

■• ' a ' a. 4 a.4»6 -" 

-, ** - ai* , a.4<^ , a. 4*6*8 

r .la. 3*4 5 ■ 3*4*6 ne ^ 

x = co»a;[« + 3. +3-5» +j_.' + etc.], 

afCosa: = #ri — ô« — T-F— • — r"ï "* — ®*c*J* 

*■ 3 3.5.7 3.5.7.9 ^ 

La dernière de ces formules se tire de l'avant-demière, en multi- 
pliant celle-ci par cos x et en remplaçant cos' x par 1 — ê\ On 
vérifie ces diverses formules en dérivant cliacune des identités : 

a: = a* -(- i« -f- c* + ^'^ + **^ "4" ®*<5v 
iar' = A*' -I- B/ + C«^ + D** + etc. , 

et en faisant usage du développement de n= (1 — **)""'. 

cos X 

La première formule (M) conduit à calculer la valeur appro- 
chée du rapport tt de la circonférence au diamètre. D'abord le 
rayon étant 1, la circonféi^ence vaudra 2»*, et le sinus de l'arc x=. 
30^, sera la moitié de la corde 1 qui soutend l'arc de 60^ On aura 
donc à la fois ar= g^-, • = ^ et 

f I I T 1 • •> . l.D.D _ 

5**— ^ + Î3:^^a.4.5.a5 + a.4.6.7.a7 + ®*^ 

La somme de tous les termes qui suivent les dix premiers , est 
moindre que 1 * 63 «2'^ et ne donne pas de décimales du huitième 
ordre \ tandis que la somme de ces dix premiers est 0,52369877 : 
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donc r=:: 3,14159262, valeur exacte dans les sept premières dé- 
cimales. 

Il est bon d'observer qu't'Z êjciste deuaformuUê nouvêlleM, pro- 
pres à calculer aiêèmeni les iinus et cosmu$ tabulaires. Pour 
obtenir ces formules , il suffira de dériver deux fois successives cha- 
cune des deux identités : 

sin* a: == aji^ -f- hx^ + «^ + dlr* + etc. , 
sin* n» =r as* + 5^ + cs^ + <^* + «te. 
On trouvera 

** a. 3. 4 3*3«4«3«6 '' 

La loi des termes de ces formules est facile à saisir , et la dernière 
se termine dès que n est un nombre entier. Les mêmes calculs four- 
nissent aussi les expressions en séries de sin 2x et «in 2nx. Con- 
naissant sin* X et sin' nx, on aura aisément cos' x et cos* nx, 

483. léCS deux iermhres formules (M) conduisent à exprimer 
tare X au moyen de sa tangente t. Car en y substituant les valeurs 

«n obtiendra 

t . 1 û - a. 4 tS ^ 

Mais on peut exprimer plus simplement Varc au moyen de sa 
iangente, £n effet, l'arc x devant être nul en même temps que sa 
tangente t^ et changer de signe avec elle, on est conduit à poser 

a: = a^ + 5^^ + ct^ + «i^' + « ^ + etc. 

Prenant les dérivées àe part et d'autre,>et observant que la dériTée 
de / est 1 4* ^ ; divisant par 1 •\- t^y et substituant le développe- 
ment de (1 + ^')~"S il viendra l'identité 

\ — ej^.t^^J^J^,t^ — t'^j^eic.z=:a'\-Ut* + ^c^ + 

7<i^«+9c/«-|-l^^«*4.etc. 

Dans cette identité, les coefficiens d'une même puissance de ty sont 
^aux de part et d'autre; on a par conséquent 

o = l, * = — J, <? = i, rf— — ^, fl=J,/=— ^, etc. 
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Substituant ces valeurs, on aura la formule cHerclié^ 

:czi:^ — ^/^ + i/^-.i/7 + J/»— etc. .,.(N). 

484. Cette sërie, dont la loi est évidente juscfu'à l'infini, conduit 
très-simplement au rapport ^ de la circonférence à son diamètre. 
Car le rayon étant 1 , la circonférence sera 2^ j l'arc de 46**, dont 
la tang^ente /= 1, sera donc ^^r j et on aura d'abord 

Cette série est trop peu convergente pour pouvoir être employée à 
calculer la valeur de ^, Mais on peut en trouver une autre ^ car soit 
a un arc dont la tangente /i» =: | j il est clair qu'on aura 

t2az=i r- = — et /4a::z:- r- = — • 

1 — Va la 1 — < aa 119 

Ce dernier nombre étant plus grand que 1 , tangente de |^^ on a 
4o^^ : faisant donc b =: 4a — ^«r, on trouvera 

^ ^ ^ i + «4a a39 

Si donc on prend successivement xz=::aei x=b dans la formula 
(N), et qu'on y remplace ta et tb par leurs valeurs ^ et -^, on aura 
pour a et &^ des séries qui, substituées cbns ^«•=: 4a — ^, donne- 

^ i *_L* ^ i 

(""^■^3(a39)3"~"5(a39)5 + ^- 

Cette série très-convergénte; servira à calculer tt avec autant de 
décimales qu'on voudra. 

4d5< Si Von veut trouver la tangente enfbne^on de ParCy on posera 

tang xz^ax-i-bx + co; + dx"^ + ^-^H- etc. , 

puis on subslitoera oe déyeloppemeiit, aiasi que ceux de sin « et ow oe 
(480) , dans tang x ces x === sin x. On aura ainsi use idéalité qui don-i 
nera , pour les coefficiens a^b^c^d^ etc. 

^ . a 1 b al 

'a a.3' ''-^a a.a.4 ^a.3.4.5' 
V c 6 - a 1 

a a-3.4~a.3.4.5.6 a. 3. 4. 5.6. 7' 

Ii> loi de ees coefficient est évidente, et on peot en calcu^r autant quVn 
voodm 

4196. R esf eaeoire une sérk trigonométriqne remarquaUe, qu^on ob^ 



( 328 ) 

de Taire Q, on doîl avoir, loA = oetB=:o;2* 4CD -^E* >► o, 

puis C et D në{|;atifs, poar le maximum, et positifs pour le mini- 
mum. La première de ces conditions donne cos u = cas p oa u = v 
et Q = oo sin V — \à* sin 2v ; c'est-à^ire que le quadrilatère ma- 
ximum ou minimum, eêt un Éraphze iêoeele. Oa 9, alors c cos p — <« 
2a cos" 9 4* « = o ; d'où 

cos » = — (i? ± l/c' + 8a*). 

Le signe — du radical donne l'angle v obtus, d'où sin r> positir,. 

*»în2tt négatif, ainsi que G et D, et par suite 4CD — £' ^ o; ît 

répond donc au maximum de l'aire Q, tandis que le signe -f" répond 

au minimum. Et même ce dernier cas n'est possible que quand # 

pe surpasse pas a, puisque e^a donne cos »>> 1. 

Bans le cas du masimum, le problème proposé revient à celui- ' 
ci : Trouver la position qu^un homme debout doit donner à ses 
pieds j pour que son corps atteigne le masimum de sfahiUtê, On 
£iait, en effet, qu'alors la stabilité est la plus grande possible, lors«- 
que la surface ou hase^ déterminée par les pieds sur le sol, est un 
maximum. Or, a étant l'axe de chaque pied et c la droite qui joint 
les extrémités (aux talons) de ces deux axes , le maximum de la base 
ot par conséquent celui de la stabilité, pour une même valeur de c, 
aura lieu lorsque les axes feront avec c deux angles intérieurs égaux 
vt obtus i de sorte que hs deux pieds devront être également en 
dehors. 

Si l'on examine les hypothèses <?=o, c=:a et erroo, on verra ^ 
1® que pour r=o, on aura cosr = — ïl/^2, smv^=:^[/2^ r = 
135°, z=r90**et Q=rja"5 2°. que pour c = a, qn a cost?= — 5, 
ûnv='-[/^,v=\2^% r = 60''eLQ=:2a'|/3j 3° enfin, que 
pour é^=I:QD, il vient cos t»=iO, sin i? = l, vzrrOO**, «=0 et Qzz: 
co . U est évident que les hypodièaes de <;= o et <^z=roD, ne sàu-^ 
raient être réalisées. par un homme debout; msb on voit que plus 
la distance <? est grande, plus aussi est graiide la stabilité et moins 
les deux pieds doivent s'écarter en dehors. De sorte que si les talons 
se tonehent, les axes des deux pieds doivent faire entre eux un an^ 
gle un peu mçindre qu'un droit, pour la plus grande stabilité. 

L'analyse jirécédente apprend aussi lequef , du vendeur ou de 
l'acheteur, gagne, lorsque les montans verticaux du cliassis, qui 
sert à mesurer le bois de chauffage, viennent à pencher en-dehors,, 
par l'effet de là charge qu'ils éprouvent. 
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488. CUerchons maintenant qtuî est le plus grand de touê les 
quadrilatères, formés avec quatre côlès donnés a, b, c, d? 

Soient u et o les ang^les opposés compris entre lis| côtés a et h y 
ceid)xlà diagonale opposée à ces angles et divisant le quadrilatère 
Q cherché en deux triangles t et iK D est clair qu'on aura d'abord 

Q = /-{-/', t'z=:\ahûau, /'rricdsinr, 

a:* =: a* + i' — 2ah cos w et a:* z= c' + d* — 2c(2cos p. 

Posant, pour abréger, A =r a* + i* et A z=: c* + ^> ^ viendra 

cos u = r- , sin K r= — r l/4a'ô* — (A — x^Y et 

t= ^4a'6' — (A — ar»)», puis /' = J/4c'(r — (A — a:*)'. 

Ainsi /, /' et Q sont fonction de la même variable x. Prenant donc 
successivement les dérivées première el seconde, on aura 

dQ = A = d/+ d^, d (ii) = B =: id,^+ ^d/, 

. ar(A — a:') x cos n 






"a " sin M ' 



X (h — x^) X cos V 



I 

de plas , dj et d,^' de\iennent respectivement 

[4a'A» — (A^ y')'] jh — x*) -- Za^b^x^ _ cosu x* 

[|/4a*** — (A — *»)']' "~ "«^ " «* "" » ^ 

Par ces valeurs on a, réductions faites, 



*' 



^ _ X sin (« 4- y) op _ si«> (» + ^) «* 

Ar:: — : : et ZJi=^— : : "^"T"^: "" j • 

6in II aiB V sm B sin V aoêinu ca sm v 

Or, pour le maximum de Taire Q, on doit avoir A = o et B négatif 
(345). La première de ces conditions donne sin (m-f' ^) ^= o ? ^^^^ 
u-^-vzn 180", sin r = sin t« cl cos i>2= — cos »< Ces valeurs ren- 
dent B négatif et répondent par conséquent aii maximum du qua- 
drilatère cherché, lequel j à cause de u-f-9=:: 180**, est insmptiUe 
dans un cercle, de rayon r inccunu. 

Pour calculer ce rayon et l'aire maximum, on observe d'iabord 
qu'on a évidemment 

y :=: i («6 -H ca) sm 11 et eosurz -— --- — - — * 

^ ^ ' ^ %{ab'^cd} 
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Cette Talenr de cos u fournit celle de tîn m, qui réduit l'expret- 
siou de l'aire maximum k 

Décomposant en facteurs, et posant 2p=za-\'b'\'C'\'d, an aura 
D'aiUenn k valeor de cos u donne, pour x*, et en décompomit 

Mais on sait que t=z -7- et /'=:-7-: d'où Qzzzfah + ^à) -r-. 
.... ^ ir 4'' 4^ 

Amsi on a 

ff=z:^{ah + ed){ae+bd){ai+bc). 

Cette valeur et celle de l'aire maximum restent absolument les 
mêmes lorsqu'on permute entre eux deux quelconques des quatre 
côtés a, hj Cfdf et par conséquent ces quatre côtés; ce qui donne 
24 arrang;emens différens, et par suite 24 quadrilatères maximums 
équi'valens, inscrits dans le même cercle. Mais si deux côtés deraient 
être égaux et toujours opposés, ces 24 quadrilatères se réduiraient 
à un trapèze isocèle. 

Soit^ la seconde diagonale du quadrilatère inscrit : on aura 

(ah-^^cd) (ac + M) 

^~' ad + bc 

Donc xjr=zae'\'hdet xljrHad-i'hclah'^'ed. 

La condition À =; o, donne aussi u -f- 9 = 360^, sin 9 = — « 
sin u et cos p = cos u; et alors si ab ^ cd, B sera positif, et on 
aura le minimum de la différence des deux triangles t et f. 

489. SÉRIES d'après les ihagihaires. Par ce qui précède,, on 
voit combien les dérivées et les coeffîciens indéterminés, peuvent 
simplifier la recherche des séries circulaires. Mais ce qui est bien 
remarquable, c'est que le calcul des imaginairèi^ fournit, d'une 
manière également très^sîmple, les séries que nous venons de con- 
sidérer, et donne en outre le moyen d'en trouver d'autres, non 
moins utiles. Il est clair que pour cela, il faut combiner les e}^pre&- 
sions proposées, d'après les principes et Ips formules analytiques, 
de manière que les symboles imaginaires se détruisent entre eux et 
disparaissent du résultat final ; car s'ils ne pouvaient en être élimi- 
nés, la question serait tout-à-fait absurde. On peut dire que lea 



c 
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imaginaires sont indispensables en algèbre, soit ponr démontrer 
l'impossibilité de certaines questions, soit pour compléter la géné- 
ralité des relations analytiques, soit pour simplifier la recbercbe de 
certaines formules, auxquelles on ne parviendrait que difficilement, 
par des procédés en apparence plus rigoureux , soit enfin pour dé^ 
conTrir des propriétés que les procédés ordinaires laisseraient ignorer 
entièrement. C'est ce qu'on a déjà pu remarquer plusieurs fois, et 
c'est ce qu'on va d'ailleurs vérifier. 

490. Posons d'abord, pour abréger »= j/^; d'où (104) i* 

1, etc. Ensuite, considérons les trois fonctions semblables des arcs 
numériques a, & et -]- &, savoir : 

f (a)=:^cosa=±=t*sina, f (&) =cos^=i=»sin&j 

et f (o-(-i)=i:cos(a-|-i)=±=tsin(a + 6). 

Multiplions entre elles les deux premières, et réduisons, d'après 
i* =: -^ 1 5 le produit sera évidemment 

cos a cos ^ »- sin sin 5 =t: t (sin a cos & -{- sin 6 cos à) = 
cos(o + i)ri=t8in(a+ i) =f (a-|-i). De sorte que 

f(a).f(i)z=f(a + *). 

Comme ces trois fonctions se réduisent à l'unité chacune, lorsque 
a et & sont nuls, il résulte d'un principe démontré (319), que 
l'exposant n étant quelconque, réel ou imaginaire, on aura tou- 
jours f {na) = [f (a)]"; d'où l'on tire 

cos na =±= isin na zzi (cos a =±= t sin a)'*. ... (P) 

Prenant le signe supérieur, et développant le second membre,* 
d'après la formule du binôme, ce développement se composera 
d'une partie réelle et d'une partie multipliée par Vimagmaire i» 
Or, pour que l'équation paisse exister, il faut qu'il y ait séparé- 
ment égalité entre les parties réelles des deux membres et entre les 
parties imaginaires. Si donc on pose, pour abréger, sina = < et 
cos a = c, on trouvera 

„. = ^_±zO,Vn-.^''("-0(''-')("-3),«^_^ 
i.a ' i.a.3.4 

1.3.3 ' i.a.3.4'9 

Telles sont déjà deux formules exactes, qui résultent du calcul 
des imaginaires. Si l'on met, dans ces formules, t^ en facteur com- 
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miia, qu'ensuite «m désigne par j: on are invariable, tel qu'on ait 
fia = J^, lorsque n est infini 3 ce qui donne a infiniment petit, et 
par saite tanga:=a, c=cosa=l ete":::! (477); on retron- 
vera les formales (H). Les élèves feront bien de s'exercer à ces 
calcnls. 

491. On peut exprimer ir^$-timp1ement les coemue et émue âe 
Tare x, au moyen de$ exponeniiellee imaginairee. Développons y 
en e£Pet, 0^" d'après la série (B'); puis ayons égard aux formules 
(H) et aux signes des puisianees de l'imaginaire t ou p/ — 1 3 nous 
aurons, réductions faites, 

«"'* = cos a: rt: t sin x et «^"** = cos nx =!= t sin nx. ... (Q) 
Ces deux formules fournissent évidemment celles-ci : 
wrze^^'zzcMX'^'imxiX et r=rsf^*rrcosx — t8inr,...(3) 
M»=l, 2 cos JT :=:»-{- ^ *' 2»sinxr=tt — r; ...(4) 
2 cos MOT = u'* + d'* et 2isinnx = ti" — »'*3...(5) 

^ûx^l±^ çl e»'' = l + 2tsina:(çosa: + »sinx)....(6) 

Ces fonctions imaginaires sont d'un usage fort étendu ^ dans l'ana- 
lyse; et combinées avec les séries bînomiales, exponentielles ou 
logarithmiques, elles conduisent très>simplement aOx séries circu- 
laires les plus essentielles. 

492. Par exemple, eherchone ht formulée pour calculer lee 
ptùeeancee mikmee du einue et coemut de Tare x, m étant un 
nombre entier poeiiif. A cet efièt, élevant à la puissance m chacune 
des relations (4)f dbeervant que dans les développemens, les termes 
également distans des extrêmes ont leurs coefficiens en m égaux et 
ayant égard aux relations (5), on trouvera, \9 si m est pair 

2'"'"*coB'"a?=eo8iîMp+«ico8(OT — 2)x+ ^^^"" - 'Cos(3w — 4)jr 

1.3 

+ im(m — i)(/if — 9)...(|m-f-i) 

(— 1)5'" 2"'"' ain"* xz=.co%mx—mcm{m~2)x + 

m(m — i) , ,^ \m{m — i)...(^fn-l-i) 
-^ ^cos (m — 4) j: rt ^ — ^' ^ l 

2** si m est un nombre impir^ 
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2^^cos^xz=:cosmz+mco8{m — 2)x-\ — cos(m — i)x 

m(7n— i)...i(7n+i) 

(— l)K'«-02'"-*8m"*x = smiiix — W8m(m — 2)x4- 

i.a ^ ' i.a...^/?i+i) 

Telles sont les formules cherchées, dans lesquelles on peut faire 
successivement fn=2, 4, 6, etc., et fn=:d, 6, 7, etc. 

493. Les relations (6) conduisent aussi À d'autres formules. 
Prenant, en e£Pet, les logarithmes népériens de part et d'antre, 
d'où l0 = l, puis développant au moyen de la série logarithmique 
(C); la première relation (6), après avoir divisé par 2t, donnera la 
formule (N), pour exprimer l'arc en fonction de la tangente. Et 
quant à la seconde relation, le développement du second memlnre 
renfermera une partie réelle, nécessairement nulle; puisque l'équa- 
tion étant exacte, le premier membre 2ix ne peut être égal qu'à 
la partie imaginaire du second. Posant donc, pour abréger, 2 sin x 
= a, il viendra 

a sin a: — ^a* cos 2x + \a sin 3x — ^a^ cos ^x + etc. =r o, • 
a cos ar •— \a cos 3x + ^a cos Sx — ^a" cos Ix + etc. 
-|- la* sin 2x — ^a sin ix -f- ga sin 6x •— etc. 

494. On peut exprimer Vare enfoneiion de$ einue de $e$ muh 
tipleê. En effet, on a évidemment 

Prenant de part et d'autre les logarithmes népériens, développant 
et réduisant, d'après (C) et h relation 2i8in nx = «"»*— e'^'^; 
divisant par 2», on trouvera 

^x = sin 07— ^ sin 2a; + ^ sin 3x — J sin 4a:+ ^ sin 5a:^ etc. 

Posant X = 90®, on aura , comme plus haut, ^îr=l — 5+5 — 
^-f* etc. Et si l'on prend les dérivées premières des deux membres, 
on aura la nouvelle série : 

; rz cos a: — cos 2j: -|- cos Sx — cos 4j: -f- cos 6 x — etc. 

Pour x=:o, cette formule donne, comme on le sait déjà, 

i==:l_l + l_14.1 — l+etc.,à l'infini. 

495. Maintenant, êoient a^ b^ c, îe$ valeurs numériques de$ 



=l2x. 
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eêtii iun triangle, et k, B^ G^ eeïUê de$ angles retpeetivefHent 
ojfpoiês» H ^agit de trouver B et c^ eonnaieeant a^ b^ G. Pour cet 

e£Pet ^ on a d'abord &*a**8inB*(B-]-G),oa bien en faisant - 

=r, BinB=rAinBco6G + r8inGcoBB: d'où tans B= 7^- 

Gbangeant ;r en G dans les relations (4) et (5), et x en B dans la 
première relation (6), cette dernière , en y substituant la Taleur 
qu'on vient de trouver pour /B^ deviendra j en prenant les loga- 
rithmes népériens, 

2iB = l(l — rp) — 1(1 — rM) 

Développant d'après la série logarithmique (G), où 10=1 , pois 
observant que 2t sin G = u'* — t^y on aura, pour déterminer B, 

B = rsinG + >'8in2G + ^rsin3G + etc. 

D'un antre côté, l'équation c* = a* — - 2ah cos G -f" ^^ donne 

£?* = a' — ah (m + ») + h*UD = a* (1 — ru) (1 — rp). 

Ainsi en prenant les logarithmes ordinaires , on trouvera 

le = la ^ b (r cos G + ^r'cos 2G + ^ cos 3G + etc.). 

Les séries qui déterminenjt B et le, sont très^sonvergentes, lorsqae 
h est fort petit à l'égard de a. On a des séries analogues pour résou- 
dre le triangle sphérique, connaissant l'angle G et les deux côtés a 
et h. Si l'on fait &=:0 ou r=l, dans la valeur précédente de B, 
elle deviendra , à cause de B = 90° — JG = ^ («• — G) , 

i* — iG = sinG + i8in2G+4sin3G + etc.î 

d'où 5-|-cosG-|-cos2G + cos3G-f-cos4G + etc. z=o. 

406. Les relations imaginaires données plus haut, fournissent 
encore plusieurs antres séries circulaires remarquables. Par exem- 
ple, I étant plus petit que l'unité, si dans le développement de 
(1 — 0^*> ®^ P^^*® é = « (cos X -f- <' sin x) et qu'on développe 
chaque terme, les parties réelles des deux membres seront égales^ 
ainsi que les jparties imaginaires ^ on aura 4onc 

1 -f- ' cos X -|- «*cos 2x -{- «'cos 3r -f- etc. = * 

« sin X 4- £*Bin 2x-(- £^sin 3r + etc. = — 

Lorsque £ ==: 1, la première somme se réduit à ^ et la seconde à 
^eot~r. 



1 — a« cos X -J" *' ^ 

z sin X 
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De même, d'après les fonnnles 2co8nJ:=tt"-f 9" et 2»8mnj: 
s= m'' — 0''; il est aise d'exprimer les n ièmes termes et de somjner^ 
jk l'aide des formules (P) et (Q), les séries infinies que voici : 

l + acosx-i 1 5 — I 5^+ etc. 

' " i.a ' i.a.3 ' 1.2.3.4 

= tf«^^'co8(asina:), 

' i.a ' 1.1.3 ' i.a.3.4 
= i^«^*'8in(a8inx), 

. - . a*sîn*ajc , ô'sîn'S* , a4sîn'4' • 

asm'x-f r — -I-. J-etc, 

' 1.1 • i.a.3 ' 1.3. 3. 4 

— i [e«_ e««>»»*co8 {a sin 2a:)] , 
^ , , - a*cos*aap , a3cos*3x ^ tf4co6'4' . 

1-f acos*x-4 1 —A -r:-L.etc. 

' ' i.a ' i.a.3 .* i.a.3.4 

= 1 [«« + iï««» ^'cos (a sin 2a:)]. 

Par des proches analogues ^ on sommerait un grand nomjbre 
d'autres séries trigonométriques, ainsi qu'on peut le voir dans les 
tomes Xm et XTV des Annales de Mathématiques. Mais ce qui pré- 
cède suffit bien pour montrer le parti qu'on peut tirer du calcul 
des imaginaires dans la recKerche des séries. 

497. Logarithmes ihagihaires. La formule (Q) fournit encore 
' une conséquence qui mérite d'être indiquée. G)nserTant le signe 
supérieur, dans cette formule ; et prenant les logarithmes de part 
et d'autre^ on aura 

1 (cos X'\'%smx):=z ixU. 

Posant X r= k^, dans cette égalité, k étant un nombre entier quel- 
conque et fF la yaleur de la demi-circonférençe dont le rayon est 1 ; 
il est clair que suivant que h sera pair ou impair, on aura sin a: 
s= o et cos x = =±= 1 j d'où résulte 

l(=!=l) = t**k et l(=±=a) = lfl + *«-lirj/^. 

Dans cette formule remarquable, s'il s'agit de 1 ( -f* a)> on aura k 
z= 0, 2, 4, 6, etc.^ et s'il est question de l(^a), h vaudra 1, 3, 
6, 7, etc. D'où il suit que pour un même iyiûmêj chaque nombre 
a une infinité de logarithmee diffirene; iou$ imaginaireê, si le 
nombre e$t nigoMf, et un seul réel, provenant de kzzOj si le 
nombre estposififà 
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Telle esl k conséquence qu'il fallait établir. On a d'ailleur^i^ pour 
kznly cette expression singulière du nombre «* : 

l{—l) = w\e[/^ et * = _ij/IIl.l(_l). 

Passant aux nombres, après avoir mutîplié par y—1 et dÎTÎsé par 
2 la première de ces égalités, on trouvera cette formule, également 
.ingnlière : (j^_ jj|/_x _ p/,-«r_ 0,2078790. 

Cherchons encore le logarithme de a-j-5^ — 1 ; et pour cela posons 

cos ^ y a* + b* r= a et sin ^ y a -{-b^^zb; 
nous aurons 

a+b[/—l = {co8(p + iBm<p)y'a'' + b^z=:e^'l/a'' + è\ 
Prenant les logarithmes ordinaires de part et d'autre, on aura 
l(« + 5|/^l)=z^kf/rîï + il(a«4.^»). 

Et l'on voit que a + 5 [/— 1 admel aussi une infinité de loga- 
rithmes, tous imaginaires; car an lieu de l'arc ^, dont la tangoite 

= -, on peut prendre ^ -f- 2/ksr, qui a les mêmes lignes trig^ono- 
mé triques respectives. 

Pour a = ô = 1, on a ^r=:|r, et il vient 

l(l+l/^l) = ^(i + 2*)^/p[.l* + il2. 
Posant «-(s + 2*) = «f, on trouvera 

(1 + 1/- ly+U"-^ = |/[2é^-^«(2*»*)I/->]. 
498. Cas irréductible. Le cas irréductible a lieu lorsque dans 
l'équalion x'~px + q = o, 

on a 5^'<^|> (429); ce qui fait prendre la forme imaginaire aux 
expressions des trois racines, qui néanmoins sont réelles toutes les 
trois. Pour les déterminer, soit d'abord posé ^= cos ^^=fc=^sinio • 
nous aurons successivement j^ — 2^ cos ^^ -{- 1 zr o, r^ s= cos 
=t:t8in^ et^^ — 2j^'co8^ + l=:o. 

Soit fait ensuite xzzzmÇj'+jr"')^ dans x^^px+f — o; d'où 

Prenant 3m^^pm:=zo ou ni:=zl/Jp, cette équation deviendra^ 
en réduisant, ^6 ^ ^y ^^^ .^^^3 ^^^^ 
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Pour que celle équation soit identique avec j- — 2^ ces ^ -^ 1 
m Oy il faut qu'on ait •— 2 cos ^ = g {/{hvT y^^ 

C06^ = — i^.-||/ -, ...(1) 

valeur possible tant qu'on aura ^q* -< ^/> , puisqu'alors cos ^ sera 
moindre que l'unité, comme cela doit toujours être. 

L'équation j-^ — 2^ cos î^ + ^ = ^ ^ donne, en divisant par jr^ 
J' + j**"* = 2 cos 5^ \ et comme a; = m (j- +^"*'*)7 on a 

jr=:2|/(J/i)co84^....(2) 

La formule (1) donnera l'arc ^ par logarithmes : on en prendra 
le tiers, puis on substituera successivement les nombres |^, f^ -f" 
120° et ^ + 240'', dans la formule (2), et il en résultera les trois 
▼albnrs réelles de Xy ca^ulables au moyen dcB logarithmes. Gela est 
fondé sur ce que cos ^ répond toujours à trois- arcs, l'un ^, donité 
par les tables , et les deux autres ^ 4" ^^° et ^ -|- 720**, qui ont 
absolument le même cosinus que l'arc ^. 

Par exemple^ soit à résoudre l'équation X — %<ic — 3 == o : on 
auraji = 6, î = — âetcos^ = J.||/|; d'où ^ =r 45** 48' 0", 
dont le tiers est Vol" W 3". AjouUnt successivement 120'' et 240% 
les cosinus des trois arcs seront cos l^*' 16'3'V — ^i^ ^^"^ 16^3" et 
— ODS 1^^ 16' 3*'. Les deux dernières valeurs de x seront donc né- 
gatives; et les logarithmes des trois racines, en valeurs absolues, 

seront : 0,3963498, 0,2634576 etX8173119. Par conséquent 
les trois racines de x — 6a: — 3 = o, sont 

2,490862, — 1,834246 et — 0,6666166. 

• De même, dans l'équation x — 4a: -(* 1 == o> on a cos ^ = — 
^1/3 ou ^ = 108" 67' 3" i, puis r= 1,860807, —2,114907 
et 0,264099. 

499. Equations Biironss. La formule (P), due à Mùwrsy 
conduit immédiatement à l'expression des racines de chacune de^ 
équations binômes, ramenées à la forme a:"* — 1 = o ou x"* -f- 1 
B=: G. B'abord, à cause de cos %hic ==: 1 et de sin 2At =^ d, on £( 
évidemment 

( cos — rfc: t sin — 1 n: cos 2Afîr =±= t sîn Uiir r:; 1. 
\ m m / 

D'où il suit que l'équation a:"* — 1 = o est résolue par la formule 

a::i=cos — =t:ïsm— • 

m^ , rn 

32 
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Ainsi pour avoir toutes les yaleurs de Xy il sufli^a de prendre, 
dans cette formule, toutes les valeurs entières de ky depuis o jus- 
qu'à \my si m est pair, et jusqu'à \{m — 1) , si m est impair : on 
aura chaque fois et à l'aide des tables trigonométriques, m racines 
différentes, comme il est aisé de s'en assurer; et de plus, on. T^erra 
facilement qu'en prenant pour hy des valeurs plus grandes que \m 
ou I (fit-— 1), on retombera sur des racines déjà obtenues. Enfin, 
(les puissances successives, depuis 2 jusqu'à \m ou \{rn — 1}, de 
chacune des racines qui répondent à A = l, fourniront toutes les 
autres racines. Nous indiquons seulement ces diverses conséquen- 
ces, parfaitement analogues à celles déjà démontrées aux n<>« 403 
et 404. 

Pareillement, à cause de oos (2A-|- 1) «* =: — 1 et de sin (2& 
+ 1) r = o , on verra, par la formule (P) , que l'équation wc'^-f- 
1 = est résolue au moyen de la formule 

xrzicos^ ^=i=tsmi ^: 

m m ' 

«dans laquelle on prendra successivement A = 0, 1, 2, 3, ..., \{m 
, — 2) ou ^(fft — 1), suivant que m sem pair ou impair. La discas* 
sion de cette formule est d'ailleurs la même que celle de ia formula 
précédente, et il est inutile de nous y arrêter. 

Séries tombinatoires . 

ïlons appellerons $hiB9 combinatùireM, toutes les séries dont les 
termes ser^tit àeèfanctionê tymiiriqtieij ou qui pourront exprimer 
soit des nombres à^arrangemenê, soit des nombres de comhinaisansj 
par les valeurs particulières de certaines lettres. 

500. Fonctions sthétriqves. TJne foncHon symétrique de 
plusieurs quantités est une expression qui reste la même quand on 
change ces quantités les unes dans les autres. JPar exemple, les coef- 
fîciens d'une équation sont des fonctions symétriques des racines 
a y h y Cjy dy ctc. , ûg ccttc ^uatiou y et telles sont aussi l6s deux 
fonctions 

a'^bP + d^cP + J'iP + Vt^ + VàP + c'^cf + etc., 

(P'VeP + d^hPc'' + aH'^cP + V^cP^ + etc. 

Pour abréger, on représentera ces dcfux fonctions respectivement 
par T (^a^hP) et T(^a^b'^cP)y en observant que pour former cha- 



( 339 ) 

cnne de ces fonctions symétrîqpies, la seconde, par exemple, on fait 
les arrang;emens, trois à trois, de toutes les lettres a, h, Cy d, ,,,yky 
qai doivent y entrer, et l'on afiècte, dans cliaqae arrangement, la 
première lettre de l'exposant m] la seconde de l'exposant n et la 
troisième de l'exposant p. Cette règle est générale. 

Cela posé, voyons comment on détermine la fonction êymitrique 
T {a^hP^, eonnaiêsant Us valeurs de S„ et S^, dans les égalités 

S„ = a'* + i'" + I?* + (f + etc., 
S^ = aP + bP + eP + dF + etc. 

Pour cela, mnllipliant ces deux égalités entre elles, le prodait des 
seconds membres se composera des deux lignes que voici : 

a^-*-p + h^^P + c^+A» + êP'-^P + ... = S„^^, 
a^bP + a'^cP + a'^dP + b'^oP + ... = TCa"*^). 
Par conséquent, S^S = ^n+o + ^ (f'^^^'p ^'^^ ^'o^^ ^^^ 

Diterminans maintenant la fonction symétrique T (^a^bPc9^, 
au moyen des sommes des puissances des quantités a^ b^ c^ d^ •..^' 
1/ et pour cela, multiplions entre elles les deux égalités 

T (a'^bP) = aHP + t^cP + a'^dP + b'^cP + etc. 
S^ = a^+b9-^e9+d7+eie. 

Le produit des seconds membres se compose de trois espèces de 
produits partiels ; 1^ d'une somme de produits de deux lettres, ayant 
respectivement n-f-? et jp pour exposans, et qui est représentée par 
T(a'^'*'9bP); 2<» d'une sonune de produits de deux lettres, ayant 
pour exposans respectifs p '{- q et n^ et qui est représentée par 
T (aP^^b'*) ; S® enfin , d'une somme de produits de trois lettres dii^ ' 
férentes, qui est la fonction symétrique représentée par T (a^bPcf^. 
Par conséquent, on a 

T(a'*bP) X S^=T{i^-^9bP)+T(aP^n'')+T(aHPcrj. 

Remplaçant T(a?»+y^), T^aP^^b'^) et T(a"*^), par leurs valeurs 
tirées de la formule (1), on trouvera 

T(«»JA'.y) - s„s^s^_ s„^/^_ S^^S„ + 2S„^^^. ... (2) ; 

Par une marcbe semblable, on parviendrait à exprimer successive- 
ment les fonctions symétriques à quatre lettres, à cinq, etc. 

60L Les formules précédentes doivent être modifiées, lorsque 
des exposans deviennent égaux entre eux. Soit d'abord pznn :i\ 
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est clair que les termes deviendront éganx dent k deux, dans clia* 
cane des fonctions symétriques T (a"*/') et T(a''^^c^), et qu'ainsi 
ces, fonctions se réduiront alors à 21 {aH'*) et 2T {a'^b^c'/) -^ on 
aura donc, d'après (1) et (2), 

T(«»4») = KSi-S^),...(â) 

T(a»J»cy)=i(Sî,S^-S^S^-2SA+9 + 2S,„^.y). ... (4) 

Si Ton suppose qnzp^n dans la formule (2), ses termes seront 
éjgsiux six à six y et elle fournira alors 

T(«»4''0 = B(Si-89,A + 2S,„). ... (5) 

Ces trois dernières formulas s'appliquent aux coefTiciens d'nne 
équation, lesquels sont des fonctions symétriques des racines a, b, 
Cy d, .,,yh (357), et où par conséquent tons les exposans n, p^Çy 
..., sont égaux à l'unité. Et comme les sommes S,, S,, S3, etc., 
peuvent s'exprimer en fonctions rationnelles des mêmes coeffîcien» 
(456), on voit que toute Jonction algébrique , rationnelle et symé- 
trique 8ei racines éPune équation ^ peut être exprimée par les coeffi- 
aiene de cette équation; propriété remarquable, dont les géomètres 
•ont fait plusieurs applications, qu'il est inutile de considérer ici. 

502. Occupons-nous maintenant de la sommation des séries 
combinatoires. Pour indiquer la somme des n f ésoltats qu'on trouve 
en faisant successivement n = 1, 2, 3, 4, ..., n, dans une fonction 
in de la variable n, nous écrirons souvent S^ (fn), et nous énon- 
cerons eomme, depuis \ jusqu'à n, de ïn, ou simplement S, 1, n 
de £n, 

503. SÉRIES d'abrangehehs. On a déjà vu comment la nota- 
tion des letU'es numérotées peut servir soit à sommer les séries , 
soit à en découvrir de nouvelles (277) : c'est particulièrement à la 
recherche des séries combinatoires, que ce procédé s'applique avec 
succès. Par exemple, soit posé 

M„ = n(«Hhl) («+2) (n + 3) ... (n + u — 1), 
U„ = (2n— 1) (2«+l)(2«4.3) ... (2«+2m— 1), 

u étant un nombre entier constant et n un nombre entier variable. 
Désignons d'ailleurs par u^ et U^, les valeurs inverses de u^ et U^ , 
c'est-à-dire 1 J «^ et 1 * U^ ; nous aurons évidemment 

''fij..^^-^ ^n et «« = — «HJ..« 
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Opérant comme an n® 277 sur ces identités, chacune d'elles en 
fournira deux autres, et on en déduira aisément les huit formules 
que voici : 

SU(-l)'-'(«+2«~l)»„]^='=«««+., 

S;[(«+2«+l)(-l)"-U'„^.]=KD'.±(2« + l)U'„^.l. 

En posant u = l dans ces formules, elles gommeront les n pre- 
' miers termes des séries : 14-2-|-3+4-}-etc.j 1 — 4+9 — IS+clc; 

ji^ + ^ + 5^ + etc.; l—l+l—l+etc; 1.3 + 3.5 + 6.^ 

+'elc.*9-25+49-81+etc.i5^_-i.+X_^ + elc. 

0*3 9«^ 7*9 9*11 

Prenant u=zo dans les quatre dernières y elles fourniront les 
sommes des n premiers termes des séries l-{-3-4-S + 7 + etc.; 
1-.2 + 3— 4 + etc.;|4.;J+j + è + etc.;l-^l+l-^l + etc. 
L'aTant-demière de ces sommes prend la forme |, et prouve qu'où 
ne saurait trouver une formule propre à calculer la somme des in- 
verses des n premiers nombres impairs. 

504. Considérons maintenant les deux expressicms générales 

a„=:a(a + £?)((i+2'*c)(a + 3«i?)...[a + (n — l)«c], 

A„:i=(a+c)(a+3«(?)((i+5«c) ... [a + (2n— !)"£?]. 

11 en résulte d'abord les quatre identités : 

«n+, = {a+n!*c) a^ et a'^ =s (a + ««c) a'„_^, , 

A„+, = [û+(2«.+ lMA„ et A'^=[a + (2n + l)".]A',^,. 

Opérant sur ces identités, comme dans le précédent numéro, on en 
déduira huit formules générales, dont voici les quatre premières : 

% t(- 1)"- (« + 1 + '>"") « J = *=^ «h+. , 
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s; [(«-i+«^)y„+.] =—«'„+., 

s; [(-l)'-(«+l+««c)aV.]=î^«'»+.- 

Dans ces formules, a y e et u sont quelconques , positifs on néga- 
tifs i elles peuvent donc en fournir un grand nombre d'autres. Par 
exemple y si a est un nombre entier m y et qu'on prenne u= 1 et 
tf =— -1 ; a„ ou fif„ sera le nombre de tous les arrangemens de m 
choses, prises n à n, et on aura ainsi quatre relations entre les 
nombres respectifs d'àrrangemens de m lettres, prises depuis 1 à 1 
jusqu'à n à n. 

505. SiRiEs DE coMBiNAisoHs Si C^ et R,, désignent les nom- 
bres de combinaisons, sans et avec répétitions, de m choses prises 
ti à n, on trouvera aisément : 

C'.-C + C',— ..=t:C'„=;;^[l±(« + l)C'J, 

(m-2)C.+(m-4)C,+ ...+(m_2«)C„=(«+l)C„^.-«, 
(«_2)C\+(m-^4)C'.+...+(«_2«)C'„=l-(«+l)C'„, 
(«+2)R-(m+4)R,+-..±(m+2n)R„=«±(«+l)R^., 
(i»+2)R'.— (m+4)R'.+...±(»,+2n)R'„=l±(n+l)R'„. 

606. Considérons les deux expressions très-générales : 
_. a(a + c)(a + a"c) (a + 3"c) ... [« + (« — ! )«r] 



«« 



c»(i.a.3.4...n)» ' 

. _ (g 4- c) (g + 3"c) (a + 5«c) . . . [a + (g/t — i )»c] 
'^~ c»[i.3.5.7...(a/i— i)]»* 

On peut en tirer huit formules très-remarquables; mais nous rap- 
porterons seulement les quatre premières. Nous aurons d'abord 

Ensuite, ces deux équations identiques donnent 

S-f i-^«'„ l=:îr- î^a' 1 



\ 
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Dans ces formules, les nombres a^ cet u sont quelconques^ posi- 
tifs on négatifs ; et il en résulte par conséquent un grand nombre 
d'antres formules combinatoires^ dont plusieurs ont déjà été consi- 
dérées. Si l'on prend a:=n^ et ezzi — 1, la première des quatre 
formules précédentes deviendra 

1 -u . »"(""-0 _ B^(>.''-0(«»-a'')...Cn"-(n-i)"3 

^ (i.a)» (i.a.3.4...i»)« ^ 

formule assez remarquable, qui subsiste même lorsque u est frac^ 
tionnaîre, positif on négatif. Les autres formules proposées fourni- 
raient des réductions'analogues. 

607. La grande généralité des formules qui précèdent , permet 
d'en tirer ime multitude d'autres , plus ou moins remarquables , 
parmi lesquelles nous indiquerons seulement les trois que Toici ; 

rj^i.3j^ 1.3. 5. ..(an — i) 3.5.7.9... (a/i + i) 1 

a "^3.4 a.4»6...a/ï "^ a.4*6.8...a/i ' 

^ _t^*i t_ 9 a. 4*6. ..a» ar4*6.8...(an-(-a} ^T 

T"^773"*"""*'i.3.5...(an-^i)"^3Li.3.5...(a/i— 1) J' 
a. 7 a. 4* Il I 3.4 — î>'»(4'»+3) rt_.^«4-6—a»(3»+3) 

1.3 1.3.5 ' i.3...(a/i4'i) 3.5.7... (an -f-i) 

6O9. On peut sommer plusieurs séries combinatoires, au moyen 
du théorème général de M. Anvphre, qu'on énonce, avec une nota* 
tion beaucoup plus simple^ comme il suit : 

Za9 notnhrei a^ b^ Cj étant quelconques, pontife ou nègcUife, 
et T entier et variable; et Von poee 

^"~ i.a.3...i; ' 

et qu'on désigne par h^ et (a-f- ^)i; ^^ ^^^ devient cette /onction , 
lorsque on y remplace a par b et par a-J^- b/jV dis qu*on aura 
toujours 

Observons d'abord que d'après la notation proposée, on a 

«.=«> «.=-7:7-. ««= — z — *"-" I ..r . 

Cela posé., la formule (R) est évidente povr les deux ptemières. 
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yaleors do «; car il est clair que («-J- i), = 4 + 1 = «, -}- i, , «I 

^•''a i.a !•»' 't. a' 

d'où You tire (« + h\ = «^ + a,*, + *,. 

Supposons que la formule (R) soit vérifiëe pour une certaine 
Valeur entière de n ; il est facile de voir qu'elle sera vraie aussi pour 
une valeur de n plus grande d'une unité. Multipliant, en effet, les 

deux membres de (R) par ; le premier membre de l'équa- 
tion produit sera évidemment (a + ^)/i+i« Quant au second mem- 
bre, si l'on met, pour ses termes 1^', 2*, 3% ..., v®, C^+1)*, ..., 

n -f- lj«, le multiplicateur -r- , successivement sous la 

formes ij^diquées dans la première colonae ci-dessous, les produits 
de CCS termes se réduiront, d'après les égalités (1), aux expressions 
de ]a< seconde colonne j et on aura 



a-f-iu? 



+ 



« -f- 1 n -{- 1 



n-4-i 



n-^-i 






» • • • 



+ 



»4-i 



n-\-i 



+ 



+ 



i-|-nc 






n 



3 



M+l » '^ *^ /l + l * " 
H 1 , .3 

+■ 



n 4- 1 ' ' n 



+ 1 



î-n-j 



+ 



V 



i«ff. 






ajoutant donc cnlre eux tous ces produit», et réduisant, il viendra 
(« + *)/i+i =;«*+. + V« + ^i^'/t-, + V/i-r» + • • • 

Cette formule est précisément ce que devient la formule ^R), 
lorsqu'on y change « en w -}- 1- I^^* •' suit que si la formule (R) 
est exacte ppur une oer taine valeur entière de n^ elle sera vraie 
aussi pour ujne valeur plus, grande d'une unité. Or, la formule (R) 
est vérifiée pour «= 1 et ?i3c=.2^> elle est donc vraie ajassi pour n 
= 3, puis pour w=:4, »=:5, n = 6, et en général, pour toutes 
)es vaJearç entières d^ ApraJ^e n. 



^4» 



l'?* 
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609. La formule (R) fournit plusieurs 43oiiS(k{uencc8 , qu^il est 
bon de remarquer. D'abord si l'on pose a = n et cs:= — 1^ œ qui 
donne évidemment «a= 1 et a^_j^= ci^, on trouvera 

(« + *)a = 1 + a,* , + a,5, -I [r aj^ =;= (a + i)^ , 

formule assez remarquable. 

Ensuite y pour c=<-~l, si on pend a^=h:r:nj la formule (R) 
deviendra 

(2a)„=l + aî + a: + aî + <+. ..+«•. + !; 

c est-à-dire en^ substituant et renversant 

J -f- a* -f- ■ -4- ' , I» ^- • • • + a' -f- 1 

i4 1.4.9 

3a(aa — 1)(2« — a)(aa — 3)...(a-f-i) 

i.a.3.4***A 
Désignant respectivement par A^, B^ et (A + B)^ tes nume'ra- 
teurs de a^, S^ et (-a+ è)^, de manière^ par es^eipple, qu'on ait 

Ay = a(a-|«c)(a+2c)...(a+'^ — ^5 

il est facile de voir qu'en multipliant les deux qiembres de (R) par 
1. !3.â. 4 .^.n^ il viendra 

(A+B)„ = A„ + «B.A„_,+2i^>B.A„_, + ... + B„. 

Telle est,, à la notation près^ la formule de M. Ampère, tome XV 
d*es Annales de Mathématiques; et en y prenant c^cOy elle con- 
duit immédiatement au développement de (a -^ £)'*, l'exposant n 
étant entier et positif. 

La formule précédente exprime aussi une relation très-remarqua- 
bje entre les nombres respectif d'arrangemens de a choses, depuis 
n à n jusqu'à à 0, multipliés respectivement par lies noçibres d'ar* 
rangemens dç h choses., depuis o à a jusqu'à nkn: alor& e^n — 1 . 

Enfin , x^, y^ et (a?+^)^ désignant respectivement trois fonc- * 

tiens semblables, de ar, jr et a? + j^, la première étant 

» 
, ar (jf + ac) (ar-f-4<^) •••(* + 3 vc — ac) 



h^ 



ihi* 



if 



.ipn., 0. ^ ■ - ' vr m |.. 



a.4*6r «.• av 

51 dans la formule (R), on change aenxyb en j-, c en 2c et qu'on 
divise les deux membres par 2", on aura la nouvelle foirmule 

- 510. N«a4. pouvons maintenant ddmontver très-simplement le 
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bean tIiÀ>rème de M. DêStammllê, dont Toici l'énoncé, aVec d'au- 
tres notations : 

Soti x^ = ^ ■ ^ 1 — i •', ceix éiani quel- 

conqUes, positifs ou négatifs; je dis que pour toutes Us valeurm 
réelles j et même imaginaires, de t exposant m, on aura 

\\J^xt+ x^^ + x^z + x^«*+ ctc.]"»= 1 + mxz -f- 
{mx)j^ + (jnx\z + (Tnx)^z^ + ®*<5« • • • (S). 

Prenons, en effet , les deux fonctions semblables fr et îj-^ telles 
qu'on ait 

fjf = 1 + a:« -[• a:a«*+ ^3*' + x^«^+ "• + ^v^^^" «*«. , 
Mnltiplions ces deux égalités l'une par l'autre ; nous aurons 

(^v 4-r .^i;-.. +r>^t;-, + — +jr^) ^^ + etc. 
D'après la formule (R), ce produit se rédoit à 
£?7.frr=l+(a:+^)*+(ar+^).z«+...+(a:+^)^^+et€. 

Or, le second membre est ce que devient la valeur de îx^ lorsqu'on 
y remplace x par x •\'^\ ainsi on a * 

ix.îyz=ii{X'\-y). 

D'ailleurs ces trois fonctions se réduisent chacune à l'unilé,. lors- 
que les variables x ^X. y sont nulles^ par conséquent, d'après ce 
ce qu'on a vu (319), on a, quel que soit l'exposant m, 

(fxr;=f (ma:). 

. Substituant donc les expressions de £r et f (mr), il en résultera 
la formule (S), qu'il s'agissait de démontrer* 

. Et il faut bien remarquer que les séries des deux membres de - 
cçtte formule , ont en général une infinité de termes \ car autre- 
ment, le produit {x.iy ne serait pas égal à î[x -f-^)* 

La formule (S) conduit immédiatement aux séries binomiales et 
exponentielles. Car comme c, m, x et «, sont quelconques, positifs 
ou négatifs , si l'on prend c = -t-I eta: = l,ce qui rend nulles 
les quantités x^j ^39 ^4; ^^c. , on trouvera le développement connu 
de (l + âî)"*. Et si l'on fait ar = l, «=rl et c = o, il viendra le 
développement de e"*, e ayant la valeur calculée plus haut (317). 
Au moyen des séiiies binomiales et exponentielles, on obtient iaci- 
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lement/ comme on sait, les sërîes logarîthmi<jaes : telles soAt donc 
les belles conséquences que fournit la formule (S), dont la démons- 
tration est assez simple pour figurer dans les âémens. 

611. Calgi7L des différehgss. L'analyse combinatoire ne con- 
duit pas seulement aux séries binomiales, exponentielles et loga- , 
rithmiques; mais elle s'applique, aussi avec succès, au calcul des 
différences. Pour le faire Toir, considérons une fonction quelconque 
de la yariable x, et posons ^zz fr, jr^ zz: £(x + A), j'^ zn f (a: -(- 
2A), j^3i=:f(ar4"3^)j c* ^^^ ^^ suite. Soient d'ailleurs D^, D,, 
D3, ..., les premiers termes respectifs des différences fremihres, 
secondes j troisièmes, ..., de la suite j^, J'o X^^ Xiy •••> soient 
jy^j ly,, D'3, ..., les seconds termes de ces différences, c'est-à-dire 
les résultats obtenus en changeant x en X'\-h dans D^, D,, D^, etc. 
On aura 

D3'=D.^D'.=j--3r. + 3r.-^3; 

D4=D3-D'3=^-4r. + 6r.~4r3+^^; 

Continuant ainsi, on trouvera toujours des termes alternativement 
'positifs et négatifs , ayant pour coeificiens ceux de la puissance du 
binôme dont l'exposant est égal au rang ou à V ordre de chaque 
différence. De sorte qu'en posant 

""v- 'x.,.3...v ■' d'oà«.=«, '.,=-\^, etc., 

il Tiendra 

Dii=J'-— «J'.+«.^«— «3^3+ ''•=^«i;rv==ï=«te., ...(T) 
le signe -{- ayant lien pour v pair et le signe — pour v impair. 

On démontre cette formule en y cban^eant x en x-f-A, c'est- 
à-dire D„ esiW^y X ^^J'tyJ'x^^J'iy ^*c., puis en observant qtie 

+**t;xi = (^+î)v+i> c^ ^^^^ ®^ soustrayant le résultat hors 
de la formule proposée, on verra que le reste D„ , , est précisément 
ce que devient la valeur de D^, quand on y change n en n -f-1. 
D'où il suit que la valeur précédente de D^ est vraie; quel que soit 
le nombre entier n. 

512. Réciproquement, les quantités ^, Xi^ Jf^^jT^y etc., peu- 
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irent s*expriiiier aa moyen des premiers termes D, , D^ , D^, eic. , 
de leurs différences premières, secondes^ trouièmeS; etc. Car les 
égalités da précédent numéro ^ donnent 

^,=j^-3D,+3D.-D„ 

^,=^_5D. + 10D.-.10D3 + 6D^-D^ 
Par ces valeurs, il est visible qu'en général, on a 
Xn —r— «I>. + "A — n^Dj + ... =fc: n^D^rqp etc. , . . . (U) 
le signe -|- ayant lieu pour v pair et le signe — pour v impair. 

Changeant, en effet, dans cette formule x en a? -^ A, oa ^ en 
jTo D. en D'., D, en D'„ D^ en IVj, etc., ^„ en ^„^,; obser- 
vant d'aUlcurs que^,=^— D,, iy, = D, — D,, D'.r^D,— 
Dj, etc., et que de plus w^ + «v+i = (" + ^)i;+i5 P^^ sous- 
trayant le résultat hors de la formule proposée, on trouvera exacte- 
ment ce que devient cette formule, quand on y change n en n -f- 1 . 
D'où il suit que la formule (U) est vraie, quel que soit le nombre 
entier n, 

513. Maintenant, pour sommer les dens suites D^, D», D, , D, , 
..., D^ et jr^jjr^,jr^iX%j •••i^»» observons que la relation 

fournit lv+2v + 3^ + ... + ny=(»i + l)^^,. ...(1) 

D'après cela, prenant successivement n=:0, 1,2, 3, 4, ..., n^ 
dans chacune des formules (T) et (U), puis ajoutant entre elles les 
n'\-\ égalités fournies par chacune, ayant égard à la formale (1) 

et à ce que (« + 1)^ . , = ■ / "^m? ©** tfoavwa 

514^ Les quatre formules générales qu'on vient d'établir, s'ap*- 
pliquent immédiatement aux progressions des divers ordres. Consi** 
dérons> par c^mple, la série 

3, 7, 19, 39, 67, 103, 147, 19», etc. 
t)n aura^=3, /,=:7, jra = ^9;7'3==67; e'c.} d'où D,=— 4, 
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Da=^8, D,=o, D^==o, etc. De sorte que le» diiFërences secondes^ 
des nombres proposés sont constantes, et qu'ainsi ces nombres sont 
en progression du second ordre. De plus, on trouve, pour le (n -)- 
1)* terme de cette progression et la somme de ses n -{- 1 premiers 
termes, 

j„ = 3 + 4«' et s; (^„) = (« + 1) [3 +|« (2« + 1)]. 
On a aussi cette relation assez remarquable, où ra<^2, 

7 = («+l)[3-?«+^«,~^,+...=t~Y(''' + ^')3- 
515. Supposons que j* ou fr soit le polynôme entier et rationnel 

Si l'on y change x en or -f- A, et qu'on prenne la différence D, , on 
aura un résultat de la forme 

} D, = — mUa^"' + B.x'"-» + C,x^-' + . . . + T,. 

Changeant encore a; en j; -{- ^, il viendra 
« D, = m(m— l)A^'z''~->+B,a^-"^+C,a:'"-^+etc. 

Le changement de or en :r -|* ^ dans D, , fournira 

D3 = — wi (»i — 1) (m — 2) iLh^x"^"^ + Bjo:'""^ + etc. 

Continuant ce procédé, il disparaîtra chaque fois un terme constant^ 
g et les exposans de x diminueront chacun d'une unité à chaque opé- 

ration. De sorte qu'en définitive on trouvera 

^ D,„ = =t=»i(m— I)(m^2)...3.2.1A*''', D^^. = o,ctc.; 

et les quantités^, j^'j,^3,j^3, etc. seront en progression de l'ordre m, 

f D'après cela , si on a ^ = x"*, ou j^^ rz (x -|- Kf^^ ^, =: (:r + 

{ 2^)"*; ctc.^ suivant que dans la formule (T), on prendra n=:in 

oan^niy elle donnera les deux séries combinatoires que voici : 

i rkzm^Ç^x+vhy^^fzeto. ==fc: 1.2.3.4....in*'", ... (V) 

x'^—n{x+hy+n^{x+2hy'—n^(x+3hy^+... 

=fc:n^(x+vA)"*q=etc. zro. ...(X) 

^ Ces deux formules ont respectivement m + 1 et n -]- 1 termes : 

elles en fournissent d'autres, bien remarquables, quand on y fait 
X2:zl et A=l, puis orzzm et successivement Azzl et An: — 1. 
Ces nouvelles formules sont utiles dans la théorie des nombres : 
elles résultent aussi d'un problème de combinaisons, fort remar-* 
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0in^'f^Èe qfie Yoici : CôrmaiêBont 
*""^ «'-^*^/x=l, 2, 3, 4, ..., n, trmtver ht 



atf*"'^/!!!»- (On coMidërera d'abord one valeur 

^^^5P>';;ir«ren.ple « = 5, etc.). 

uariie"^^ ^^ formule da n® 613, en fonmit une antre qui 

if^^^^tff^^' ^^""^^^ «^ effel,^=x^,^.=(x+A)'», 

fi»^''^'^ %2hy^9 etc. En faisant successivement fn=: 1, 2, 3, etc., 

S' (■»„) = (^ - »), (X- *)*, {x-Kf, etc. 
M en prenant n non moindre que m, on est conduit à écrire 

{ortsxale dans laquelle on peut poser x=A, changer ft en — h etc. 

' 517. Deyeloppeihehs poltnomiaux. Pour avoir conunodément 
le développement de la puissance mième d'un polynôme de la forme 
<i+i+e+<î+ ••• + *, il faut d'abord trouver l'expression du 
terme général de ce développement; or, c'est à quoi l'on parvient 
par la méthode déjà indiquée (311). Supposons m entier et positif, 
et posons 5 -f- c + d-j- • • • -f- A = ^^ il faudra donc développer (a 
+3:)"*, d'après la formule (A)j et le (n + l)« terme de ce déve- 
loppement sera \mÇai\a^xP , pourvu que n+jï'zzm (300). Posant 

c+ir\ h*=r, d'où x^l+j- et xP'={h+yf\ ^^ (P 

4". 1)* terme du développement de xP sera [j^'Cp] hPj-^j pourvu, 
quejj-}-g'=j[>'; d'où n+jj-|-jf'=m. Prenant d•\-•^•-\'h'z=:Zy 
d'où ^mc+*j 1^ terme général de^V sera [^''Cy] c^r , avec la 
condition q-\;f^z=.^ ovLn'\-f'\-q'\-f^:=im. Continuant ce pro- 
cédé,, puis remontant, par des substitutions successives , an premier 
terme général, on verra que le développement de (a -|- i -}- c 4" ^ 
-j- ••• + ^^i * P®^' terme général 

N = [mGi] [/Çp] [g'Cg] [r'Cr] ... t^hPo^dT ... *», 

a 

avec les conditions /i'=i: m— «, q'z=:j/^^py r'z^q^ — q, «.., et 
''"f"F4'S^ + '*4" ••• + ««=»». 
• D'après les combinaisons ^ le dénominateur du coefficient, dans 
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N, est l:2.8...wXl.2.3...j»Xl.2.3..;î><etÀ, en pre- 
nant autant de séries de facteurs qu'il y a d'exposans n,py q^ ,^,f 
Uy le dernier u excepté. Si donc on multiplie les deux termes du 
coefficient de N par 1 . 2 . 3 . . . if ^ le numérateur sera m(m — 1) . . • 

(»n— « + l)X/(/— !)...(/— i> + I)Xî'(î'— 1)... (?'— 
îf + l)Xr'(r'—l)...(r'—r+l)X — Xtt(u—l) ...3.2.1. 
Or, à cause de ji^=:m — «, de ^zzztn — n — p, de r^znm — n 
— P — 9} ®**5«> 0^ ^0*' ^^ ^® numérateur du coefficient dans N, 
est le produit de tous les nombres entiers, depuis m jusqu'à 1, in- 
clusivement ; on a donc enfin 

Pour calculer le développement de (a + ft + c+ • • • + A)"*, au 
moyen de cette formule, il suffira d'y donner aux exposans n, |i, 
^, r, ..., u, successivement toutes les valeurs entières positives, à 
partir de o ; mais de façon qu'on ait toujours n ^p -|~ 9 "H ^~4" * * 
-{- if = m , et en observant que pour n =: o, par exemple, il faudra 
prendre 1.2.3...n = l. Si donc on veut développer (a+i+c)*", 
on verra que l'un des termes de ce développement, sera 

..a.3...io «îiV = 2520»«jV; ; 



i.3.3.4Xi*3.3Xi*3 
et le même coefficient 2520 affectera les termes en a h*c , a^b c , 
a^b c yU b*c et a b c*. Le développement complet aura 66 termes 
(312) : et le plus «rand de tous les coefficiens sera 4200, affectant 
les trois termes en a b c , a b^c et arb c . 

Prenant a=:5 = c=i:***=i:^=:l,m étant entier positif, il est 
aisé de voir que la somme des coefficiens en m, dans le développe^ 
ment de la puissance mième du polynôme de p termes a-^-b-^e 
+ ••• + A, a pour valeur /?"*. 

Enfin , lorsque l'exposant m n'est pas entier positif, il faut, pour 
éviter les difficultés, substituer dans le développement de (a -{r x)"*, 
au lieu des puissances successives de x, lesquelles sont nécessaire- 
ment entières et positives , celles du polynôme & -|- c -(~ <^~f~ •••-(-< 
hy en opérant comme on vient de l'indiquer. 

618. Soit (a 4- 4x + cx»+ 4x3+ etc.)'» = A + Bx + Cx» + Dx' 
-(-etc. Prenant de part el diantre les logarithmes népériens, et dérivant 
les deux membres de Téquatlon résultante (342) \ on aura une identité, 
propre à déterminer les coefficiens A^ B, C, D, E, etc., le premier A 
répondant à x=o, dans l'identité proposée* Substituant ces valeurs, on 
trouvera la formule : 
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(ii4i«-'c4-«,a'»-»^*)«* + (/ia^»a+ii,a'^«*e+«3a»*W)iJ-|-ctc. 

La loi des termes est di^i ^ide&te; et à Taide de de cette formule, on 
obtient (i-]-;r-|-x*-|-x3-f-etc.p=i+3x-f- ex* -4-10x^4-15x4 -|> etc. 

Ce qui précède donne aussi le moyvn de développer le logaritbine né- 
périen de a -|- ^x -]- ex* -j- dx^ -f- etc., de même que le sinus de ce polj- 
nome, etc. Mais il est inutUe de s^arrdter à ces calculs. 

Ô19* Pour compléter la doctrine des séries, il y aurait oicore à consi- 
dérer le retour des suites^ c^est-à-dire à trouver la variable au moyen des 
puissances suecessiues de la fonction , connaissant le dèueloppement de 
cette fonction suivant les puissances ascendantes de la variable propo- 
sée. Mais nous ne pouvons nous occuper de ce problème, d^un usage peu 
fréquent, et qui exige souvent de très-longs calculs, avant de pouvoir 
saisir la loi des termes du développement cherché. 

520* Nous terminerons en faisant observer que, pour déduire les for- 
mules (H) de celles du n° 490, on y a posé na=^x^x étant un nombre 
invariable , n infini et par suite a infiniment petit ; puis on a admis que 
«^=:(cosa}''= 1 et (tanga}'''==a'''. Mais ces deux, assertions ne sont pas 
évidentes et ont besoin d^ètre démontrées. Car comme c^t, il semble- 
fait résulter du n*261, que «"rrso ; et de plus, on a bien tang a = a, 
lorsque a est infiniment petit (477) ; mais comme la tangente surpasse 
toujours Parc, on pourrait douter que Pégalité (tanga)''*=:a'^ fut exacte. 
Or, 1** diaprés ce qn^on a vu (477), il est clair que 

X X V 
C = C0Sfl = C0S- = l — <--=l , 

V étant ^x. Par conséquent, à cause de n infini, on a 
- V* , i v* 1 t;6 , 

n i.a/t* 1 .9.3/13 * 
Q? Après avoir mis €^ en facteur commun, dans les deux formules du n' 
490, le terme général des séries entre parenthèses, est de la forme 

/i(ii— i)(ii — a)...(n— m-ï-i)^ ^_ 

m étant pair dans la première et impair dans la seconde. Mais puisque a 

est infiniment petit, on sait (477) que tang a=:a-f-i^a3=7--| , 

n n^ 

u étant <^x. Développant donc, et négligeant les infiniment petits des 

jjn 

ordres supérieurs au premier, le développement se réduira à — et le 

terme gcnc'ral sera exactement xP*, 

1 .9.3..« m 
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NOTES ET ADDITIONS. 



' (N*> 65.) IJ est encore plusieurs cas où les calculs avertissent 
que le polynoiùe proposé n'est pas un carre parfait. Cela arrive, 
pour tm polynôme entier, 1^ lorsque le coefficient dans le premier 
terme étun reste, n'est pas divisible par le double de celui dupre^ 
tnier terme de la racine; 2^ lorsqu'on trouve à la racine un terme 
Oïl Peaposant de la lettre principale est moindre que la moitié de 
son exposant dans le dernier terme du polynôme. 

En effet, dans le premier cas, si l'opération pouvait se terminer, 
la racine aurait des coefiiciens fractionnaires, qui, réduits au 'çiwi 
petit dénominateur conmiun, donneraient à la racine un numérateur^ 
renfermant au moins un terme dont le coefficient n'admettrait pas 
l'un des facteurs premiers du dénominateur commun ; le carré de 
ce t^npae, qui, dans le carré de la racine, ne se réduit avec aucun 
autre, ne serait donc pas divisible par le dénominateur. De sorte 
que le polynôme proposé aurait au moins un coefficient fraction* 
naire^ ce qui est cpntre la supposition. 

Dans le second cas, si l'opération se terminait; comme les ex« 
posans de la lettre vont en diminuant, dans la racine, le carré du 
dernier terme de celle-ci ne serait pas identique avec le dernier 
terme du polynôme proposé \ ce qui est absurde. 

Ainsi le premier des deux polynômes que voici, n'est pas un 
carré parfait : a^ + 2a^ + 3a* + 5ft + 2 et o'x^ — 2a^x^ + Wx^ 
— 8*y — kabx^ + iahx^ — iabx + o V— 6ax* +6ax+ 4A* 
+ iabx*— Î2b + 12bx* + 9. 

(N® 78.) Dans le calcul des radicaux du second degré, réels on 
imaginaires, nous avons tacitement supposé que ces radicaux ont 
. le même signe. Cependant ils pourraient avoir des signes contraires; 
et pour compléter le calcul des radicaux du second degré, il faut avoir 
encore égard au double signe =£=:, qui précède nécessairement tou- 
jours chaque radical (76). Or, lorsqu'on sou^'^ntend le double siyno 
:±z devant chaque radical, lé produit ou le quotient de deux radi- 
caux réels est toujours exact; c'est-à-dire, par exemple, que \/^a 

^ 23 
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J/* = 1/ (aJ) est identique avec =i=l/a X =±=l/i = =fc:|/^(a5). 
Ck)inbi]^ant^ en effet ^ chaque signe du multiplicande avec cliaque 
signe du multiplicateur, les quatre produits rësultans se réduiront 
liuz deux + l/{ab) et —l/{ah). 

Quant au produit ou au quotient de deux radicaux imaginaires 
du second degré, il est toujours rëel, mais d'un signe contraire à 
celui qu'il aurait, si les deux radicaux n'étaient pas imaginaires. 
Par exemple, on a 

Pour que l'égalité 2c j/âc»-f 3 |/a'= (2c^+ 3a) |/a soit exacte, 
il faut supposer les radicaux essentiellement positifs; mais si le 
double signe =±= doit être sous-entendu devant chaque radical, il 
faudra nécessairement écrire 

2c J/^ + 3 l/a' = (2c' =±= 3a) j/a j 

ce qui reproduit les quatre valeurs dont l'expression proposée est 
susceptible, dans ce cas. 

(N^ 103«) JEn admettant que tout radical a toujours autant de 
valeurs différentes qu'il y a ^unités dans son indice, le calcul des 
radicaux fournira toujours des résultats exacts. On aura, par ex., 

l)/8 1/9 = 1^64 1^729 =rj^64.72a 

Cat en multipliant chacune des trois valeurs du premier radical 
par chacune des deux valeurs du second, on reproduira chacune 
des six valeurs du radical obtenu. 

Mais pour que le résultat de la multiplication ou de la division 
de deux radicaux de différens indices, soit le véritable, il faut que 
l'indice du radical résultant soit le moindre multiple des indices 
proposés : autrement, le résultat aurait plus de valeurs que n'eu 
comporte l'expreësion proposée. Par exemple, on a bien 

l^a l/i = l>^a*' = l^^a'ô^; 

mais Â et B désignant les valeurs arithmétiques respectives de \ya 
et ^hy la première expression proposée donne huit valeurs, qui se 
réduisent aux quatre de la seconde, c'est-à-dire à =±: AB et =±= AB 
1/ — 1 ; tandis que la troisième expression admet les huit valeurs 
=±=AB, =±=AB|/— I, =±=AB(/(rt:(/_l). 

L'égalité \ya y^= ]/a }/^{—[Y=: i^a, semble d'abord 
absurde, puisque la première expression étant imaginaire, la der- 
nière est réelle. Néanmoins cette ^alité est exacte; en ce sens qne 
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la dernière expression fournit les quatre mêmes racines que la pre- 
mière. 

C'est par des considérations analog;ues qu'on pourra toujours ex- 
pliquer les difficultés; qui se présentent parfois dans le calcul des 
radicaux, réels ou imaginaires. ^ 

(N^ 300*) Puisque chacun des m objets proposés peut entrer o, i , a, 3^ 
••«,11 fois dans des combinaisons ra ^ n, il est clair que les combinaisons n à 
R, avec répétitions, où se trouve Pun des m objets proposes, sont en même 
nombre que les combinaisons n à n, sans répétitions, où se trouveraient 
avec ce proposé, o, }, a, 3, ..., it-r-i de n — i nouveaux objets, qui lui 
seraient égaux. Par conséquent, le nombre R,, de toutes les combinaisons^ 
acec répétitions^ de m choses n à n , est exactement le même que le nom" 
ère de toutes les combinaisons^ sans répétitions^ de m -4- n — i choses n 
an; o^eSt-à-dire qu^on a R^, =:[(/» -)- n — i) C/x]* Remplaçant le second 
membre par sa valeur (295) et écrivant les facteurs du numérateur, dans 
un /Ordre inverse, il viendra, pour résoudre le problème proposé, la for- 

^^ «, _ m(m + i) (m+a) ... (m + n-^i) 

'*" i.a.3...it 

Diaprés cela, si Ton vent combiner, avec réjpétitions, les trois objets 
a, ^)' c, pris 3 à 3, on formera les combinaisons, sans répétitions, des 
cinq objets 0, &, c, dy e, pris 3 à 3 ; ce qui donnera 

ahcj ahdy abe^ acd^ ace y adsy bcd^ bce^ bde^ cde] 

puis dans ces combinaisons, on remplacera les deux nouveaux objets d 
et e par deux des trois proposés a, &, c, de manière que chacun de ceux- 
ci ^entre o, 1, a, 3 fois dans Jes nouvelles combinaisons. Ainsi on aura, 
pour les combinaisons demandées, 

àbCy abby aaby acCj aaCp ctauj bcc^ bhcy bbby ccc, 

(N° 313.) Ployons encore comment Informulé du binôme conduit à 
extraire la racine n* d^un polynôme donné P. Supposons ce polynôme 
et sa racine n*, tous les deux ordonnes par rapport aux puissances descen-* 
dantes de la lettre a. Diaprés ce qu^on a vu (38) , si Von élève la racine > 
n" cherchée à la puissance n*, ce que Ton peut Êiire par des multiplica- 
tions successives ; il est clair que le premier terme du polynôme P, qui 
en résultera , sera le produit des premiers termes des n facteui^s égaux , - 
c^est-à-dire la puissance n* du premier terme de la racine demandée. On 
aura donc le premier terme de cette racine^ en prenant la racine n* du 
prehUer terme du polynôme proposé P. 1 

Reste à ùire voir comment chaque terme de la racine se déduit de son 
premier terme. Soit x les v premiers termes de la racine cherchée ely 
tous les termes suivans ; on aura donc P=(x-)-^)'') ou en développant 

P = «r" + n*»-'y + A^^-y + **"* V' + «te. , 
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Af k^ eic., ^tant des fondions de n et indépendantes 4e a* Retranehant 
x^ de P, le reste R sera 

Or, si Ton dë?eloppe x""', il est dair, diaprés la multiplication (3$, 
que le premier terme dn résultat, c^est-à-dire celui où la lettre a se trouTe 
au plus haut exposant, sera A''*', A désignant le premier terme de là ra- 
cine. Et si on appelle B le (v-(- 1}™* terme de cette racine, c^est-à-dire 
le premier terme àejr^ nAF^'^^B sera nécessairement le premier terme de 
nx«-y. On verra de même que AA^^'B», AA'^^B^, ..., tAf^-^B^^ etc., 
sont les premiers termes respectift de kx^^^jr*^ kj^^^^ ..., tx^'^jr**, etc. 
Mais a est afiêcté dW exposant moindre, dans B que dans A ; et si Ton 
observe que nA^^'B et «A'*"*B'*, peuvent s'écrire comme il suit /iA'*"*'B 
• A***"* et tA'*""B«B'*~', on verra que le premier terme du reste R, e'cst 
a-dire celui où la lettre a a le plus haut exposant, est rA^'^^B. Par con- 
séquent, on trouvera /e (v -(~ i)"^* ^erme B de la racine cherchée y en 
divisant le premier terme nA'^'B du v* reste R, par n/bis la puissance 
(n— 'i)"^* du premier terme A dé cette racine. 

D'après cela, connaissant le premier terme A de la racine, on en cal- 
culera successivement le second term&, le troisième, le quatrième, et 
«insi de suite. 

Et il est clair que le polynôme proposé P étant entier, sa racine n* 
sera impossible ou ne se terminera pas, i? dès que la division do pre- 
mier terme d'un reste ne pourra s'effectuer ; 2^ lorsque la puissance n* 
d'im terme de la racine aura la lettre a avec un exposant moindre que 
dans le dernier terme du polynôme P. 

Nous ne nous arrêterons pas à démontrer ces deux propositions, ni à 
ap{(liquer le procédé qu'on vient de donner pour l'extraction des racines 
des polynômes^ lequel renferme, comme cas particulier, la règle du 
n« 62. 

(N** 3210 ^' formule (3), page 194, peut s'obtenir par les principes 
de V Arithmétique généralisée^ et voici la rédaction destinée à l'édition 
(sons presse) de notre Arithmétique, et que nous insérons ici, comme 
étant mieux placée en Algèbre. 

FoKMVLB DU BivoMB. Pour voîr comment on est parvenu à développer 
la puissance n^ d'un binôme, n étant un nombre entier positif, il suffit 
d'examiner les développemens des premières puissances de 1 -{*'• Or, si 
l'on multipGe le cube de 1 -I- ' par 1 -{- jr, on aura 

{l+;r)*=:i + 4* + &r* + 4x^ + jr^ 

Ce rÀultat peut s'écrire comme il suif: (1 -|- x)^ = 1 -f- 4' + 

4(4-0 . , 4(4-0(4-') _î j- 4(4-0(4-0(4-3) .4 

i.a ' i.a.3 ^ i«a.3.4 

€efte formule montre comment les multiplicateurs'des puissances succes- 
sives de-^, Se composent de Pezposant 4 /dans la valeur de (1 •^r-'^Y' 1^> 
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^ifficull^ émit de deviner eette composition; et c^est Newton qui Pat trôn<>- 
yée le premier, On est ainisi conduit à penser qu^en remplaçant 4 par n, 
dans la valeur de (i -4- x)\ on aura aussi 

n(«-i)...(»-t,+.)^^_^»(n^O...(«-v)^^._^ _^^„ 

Prenant, en effet, successivement /i=:a, n=:3, n=^4i ^^^^ <^c^^® for- 
mule, elle donne les deVeloppemens connus de (i + xy^ (i-f-^)^ et 

(1 + ^)^ 

• Mais pour démontrer que la formule (A} est exacte, quel que soit Vex- 
posant entier n, représentons-la en abrégé, par 

Multiplions de part et d^aiitre par i-f-a:, et réunissons en un seul tous les. 
multiplicateurs dWe même puissance de x; nous aurons 

(l + ^)'*+* = 1.4-(« + l)jr+(a + 7i)jr'4-(ô+o);r^4.(c-f 6)ar^ 

J[ ]. (g -I- p) 0:^+' -I f-ar»+V... (i) 

Substituant les valeurs de p et ^,'et décomposant, on trouvera 

^ __"('* — i)('* — a) ...(/» — v) n(n — i)... (n — v-f-i) 

9'rP i.a.3 ... (v + i) "^ . x.a...v 

\v4-i * J\ i.a...v / i.a.3 ... v(u-l-i) 

_^ , (n+i)n , , (/i + i)n(« — i) 

De sorte que o -^- n =: ^ ^— , 6 -{- a =: - , etc. 

i,a i.a.o 

Par ces valeurs, il est clair que la formule (i) est précisément ce que 
devient la formule (A), lorsqu^on y change w en n-f-i. DVù il suit que 
*i la formule (A) est exacte pour une certaine valeur entière de n , elle 
sera vraie aussi pour une valeur de n plus grande d^une unité* Or, la 
formule (A) est vérifiée pour les valeurs a, 3 et 4 de /i ; elle est donc vraie 
aussi pour n==5. Etant vraie pour /i=:5, elle aura donc lieu aussi pour 
n=6, puis pour 71=37, ii = 8,eten général, pour toutes les valeurs 
entières de Texposant n. 

' Remarquons d''ail]eurs que la formule (A) fournirait aussi le dévelop- 
pement de (1 — x)'*, en y donnant le signe — aux termes affectés des 
puissances impaires de x* Car les raisonnemens restent absolument les 
mêmes pour la valeur de (i — x)^ que pour celfe de (1 +*)'*, en par- 
tant des premières puissances de 1 — x. . , ' 

^ Posant xrr:-, dans la formule (A), et multipliant de part et d^autre 
a 

par a'*, on trouvera le développement de (a -{- &)", dont les deux pre- 
miers termes seront a'*»!- na'*"*'^, et dont chaque termefourmr'a le swr' 
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pont^ en mtdtipUant le terme donné par Vexpotant de a dane cm tarme^ 
en divisant le produit par le rang du même terme ^ puis en soustrayant \ 
de l'exposant de a et en ajotàant i à celui de h* Cette régie conduit de la 
manière la plus simple, au dëveloppement cherche* 

ExTRACTiov DES RACINES hxjmériqves. L^cxtractioxi des racines devient 
bien facile par logarfthmes (Arithmétique); mais ils ne suffisent plus, 
lorsque la racine demandée doit avoir plus de chiffres que les tables n'^en 
peuvent donner* Dans ce cas, on ne peut guère £dre usage de la règle 
que voici : 

Pour trouver la racine r* d*un nombre entier^ il faut <^ après Vauoir 
partagé en tranches de r chiffres^ en allant de droite à gauche^ extraire 
la racine r* de la plus grande puissance r* exacte contenue dans la pre- 
jnière tranche à gauclie ; cette racine sera le premier chiffre de la racine 
demandée» Soustrayant la puissance t^ de ce chiffre hors de la première 
tranche^ abaissant la seconde tranche à côté du reste et divisant la par- 
tie à gauche des r — l derniers chiffres du nombre résultant^ par rfois 
la puissance ( r — i )" de la racine obtenue ; le quotient sera le second 
chiffre de la racine demandée^ après avoir vérifié ce quotient^ en sous^ 
trayant hors des deux premières tranches^ la puissance r' des deux 
chiffres trouvés. On aura Hé même le troisième chiffre de la racine cher^ 
chëe , puis le quatrième chiffre , et ainsi de suite. 

Cette règle est une extension de celles pour les racines carrées et cubi— 
ques, et se démontrerait dVme manière analogue* Mais cette me'thode, 
bien que directe et très-simple en théorie, ne saurait être d^aucune utilité, 
quand la racine doit avoir plus de cinq chifi'res et que son indice r sur— 
passe 4 ) car alors elle entraîne à des calculs si compliques, qu^ils devien— 
nent réellement impraticables. Dans ce cas , il faut recourir à la formule 
du binôme; et voici Tun des procédés, bien remarquables, qu^elle four- 
nit, pour obtenir approximativement la racine demandée. 

n faut d''abord connaître la plus grande puissance r* exacte contenaè 
dans le nombre entier proposé, pr, pour faciliter cette recherche, voici 
le Tableau' des puissances des neuf premiers nombres entiers, depuis la 
quatrième jusqu^a la septième , inclusivement : * 

1, 16, 81, 256, 625, 1296, 2401, 4096, 6561, 

1, 32, 243, 1024, 3125, 7776, 16807, 32763, 59049, 

1, 64, 729, 4096, 15625, 46656, 117694, 262144, 531441, 

1, 128, 2187, 16384, 73125, 279936, 823543, 2097152, 4782969. 

Cela pose , qu^il s^agisse de trouver la racine r* du nombre entier IV. 
On partage d^abord ce nombre en deux parties, dont la première soit une 
puissance r* parfaite a'*, plus gralide que la seconde &, et la plus grande 
possible à Tégard de cette seconde, qui, pour cette raison, sera quelque- 
fois négative. On divisera ensuite b par a'*, ce qui donnera un quotient 
X moindre que Tunité ; et alors on aura 

l/N = |/(o'-+ b) = f^ar{i+x) = a j/r+7. 
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Or^ pour avoir la racine r* de 1 4* ^i diaprés la régie qbi vient dMtee 
indiquée, on observe que i est la plus grande puissance r" exacte contenue 
dans le nombre i-)-x, et qn^ainsi le premier terme de la racine est i. Le 

premier reste est donc j:, et — le second terme de la racine. Soustrayant 

I -| — J liors du nombre propose i -f-^, et négligeant les termes en 

a:^, X*, etc., le premier terme du reste sera — — x*. Divisant ce terme 

par r, premier terme de r I i^ — ) ) le troisième terme de la racine' 

sera ^'*« Soustrayant de i -f- ^ la puissance r* des trois termes 

trouvés, puissance qui se développe diaprés la formule du binôme et en 

considérant d''abord i + - conune un seul tei^e^ négligeant encore dans 
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le reste les termes en x^, x^, etc., le premier terme sera l -x3; d''où 
^3 y ^ lar' 

x^ sera le quatrième terme de la racine cherchée *, et ainsi de suite, 
pour les termes en x^, xS>, etc. De sorte qu^on aura 

|/i-f-jr = i-J •— ^ar* -|- cor — àx^ + ex — etc. 

Mais X -^ 1 ; de plus , tous les multiplicateurs des puissances successives- 
de X sont moindres que Tunité^ et vont en diminuant; la somme S de 
tous les termes qui suivent les trois premiers sera donc moindre que si 
tous ces termes étaient positifs et leurs multiplicateurs égaux à c\ c''esW 
à-dire qu^on a 

' S •< cjr (i -{- jr + ^* + "^ + etc.) <[ ex • 

Or, on peut toujours. faire que x soit moindre que \\ donc on aura tou- 
jours — ^ i et -^a. Par conséquent S-^acx^. 

Substituant ces diverses valeurs dans |^N , puis observant que pour 
l^N = «[.+f-:=^(îy4-<Hr-.)'('-y}...(3) 

Telle est la formule (3), page 194 : elle est parfaitement exacte, et 
s^applique iuéme lorsque x, et conséquemmént &, est négatif. Et puisque 
x^i, si le dernier terme, multiplié par a, ne donne pas une demi-unité 
décimale de Tordre auquel on veut s^arrétejr, on aura la racine r* de N 
exactement jusqu^à cet ordre. 

Souvent pour que x soit beaucoup plus petit que Punité, il suffit de 
multiplier la racine indiquée par un nombre entier, compris entre 1 et 1 1 . 
Par exemple, s'il faut trouver p^S, on cherchera 9 1^3 ou 1^/3187. On 
prendra donc a3 = i 3^ = 2197, r=3 et &;=: — 10; d'où x= — âri;» 
fraction fort petite \ ainsi l'approximation sera trés-rapide.^ 

Lorsque x n'est pas fort petit à l'yard de l'unité, il est plus court de 
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chercher d^abord une première Takar approchée, k i!aide des deux on 
trok premiers termes de la formule (3) , et de prendre cette valeur pour 
a : il en résultera ensuite une. seconde valeur, beaucoup plus approchée 
que la première, y eut-on^ par exemple^ obtenir la racine 5* de a6o, auec 
10 décimales exactes? On observera 4^abord que a6o=: 24^ -f- 1 7 = 3^ 
-I-17; on posera donc, dans la formule, r=5, a=;3, 5=17 et xrr: 
^ = 0,0699 :^4* terme de (3) ne donne pas de dix-millièmes ; et on 
aura, pour la racine demandée, 3/o4o8 à moins d^un dix-milliéme prés. 
Prenant ensuite a = 3/o4 , ce qui donne a^ r=: 359/6377985024 1 ^ ^=^ 
.0/36aaoi4976 et x = 0/00139502607; la formule (3) deviendra 

|£/^go 3 ri/0002790o5ai — a (0/00027900521 )'"l^ 

1^ M\MV %9^ .J. ^ 4 (0/0002790052l)3 J 

Le dernier terme ne donne pas de décimales du 10^ ordre, et les autres 
fournissent exactement, jusqu^à la 10* décimale, 

j^aGo = 3,0408477090. 

Telle est Tapplication de la formule (3), annoncée page 194* 

(No 408.) Théorème de M. Sturh. L'algotithme et le théorème 
de H. Bndan ne sont pas les seuls moyens , exacts et abréviatifs, 
d'éviter l'équation aux carrés des difFéreuQes, dans la recherche de 
la partie entière des racines incommensurables : M. Shirm a fait 
connaître^ en 1829, un théorème qui fournit très-simplement la 
partie entière de chaque racine , et même cette racine, avec un cer- 
tain degré d'approximation. Ce t^iéorème a déjà paru dans plusienrs 
Traités élémentaires d'ÂIgebre, tels que ceux de MM. Meyer et 
Choquetj LefSbure de Fourcy et Bourdon. Pouvant abréger beau- 
coup les calculs, il devra désormais former une partie essentielle de 
la théorie des équations, et nous croyons utile de le présenter ici, 
en çuivant à peu près la rédaction de M. Lefibure de Fourcy, 

Soit X = o une équation du degré m en a: et dans laquelle tons 
les coef&ciens sont des nombres réels. Soit X, la dérivée de X, et 
opérons sur les polynômes X et X^, comme pour en trouver le p. 
g. c. d. , avec la seule différence d$ changer les signes des termes 
de chaque reste. Soient X^, X^, X^, ..., X^, ces restes, ainsi pré- 
parés} soient jp, |?,j jp,, JP31 ..'? les facteurs numériques positifs 
introduits pour rendre les divisions possibles, et q^^ q^, q^y ..., les 
quotiens successifs. On aura donc cette suite d'égaUtés : 

p^ = qX — \ 

i'r-2-^r-2 =F ^r-i-^r-^i — ^r 
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n est clair que le reste X^, indépendant. de x^ ne sera pas nul^ 
puisqu'on suppose que l'équation X=:o n'a pas de racines égales 
(394). Ce reste X^ sera donc un nombre donné, positif ou négatif. 
De plus y on simplifiera les calculs eur chercHant, par élimination 
(391) y la êuiie {x) des restes : 

X, Xj, Xj, Xj, ,.,y Ay^i j X^ ... (^;.** 

Cela posé> Toici une règle sûre pour connaître combien l'équation 
X =: o a de racines réelles comprises entre deux nombres quelcon- 
ques « et /S, « étant -«^ fi : Suhitiiuez « au lieu de Xj dariB la suiie 
(x)j écrivez par ordre, eur une même ligne, les signes de tous les 
résultais, puis comptez le nombre de variations contenues dans 
cette suite de tignes; écrivez semblahlement sur une seconde ligne, 
les signes qu*on obtient en substituant fi, puis comptez le nombre 
de variations de cette seconde suite : autant elle aura de variations 
de moins que la première, autant F équation X=::=:o aura de raci^ 
nés réelles entre » et fi. 

Tel est le beau tbéorème dont M. Sturm a enrichi l'analyse algé- 
brique , et dont la démonstration ya nous occuper. 

1** Deux fonctions consécutives de la suite {x) ne sauraient deye- 
nir nulles pour une même valeur de x. En effet, si on avait à la 
fois X„^, = o et X„ = o, l'identité jp^_,X„:,, = 5f„X„—X„^,, 
qui se trouve parmi les égalités (1), prouve qu'on devrait avoir aussi 
X„ , ,==0; et en descendant d'égalité en égalité, on conclurait qu'on 
doit avoir X^rro, ce qui est contre l'hypothèse. 

2^ Si une fonction intermédiaire de Ja suite {pc) devient zéro 
pour une certaine valeur de Xy les valeurs de la fonction précédente 
et de la suivante sont de signes Contraires. Car, lorsque X^iz= o, 
l'égalité ci-dessus devient /i^j^jX^^^ciz — X^^^, et le nombre /i^^^. 
est essentiellement positif. 

3^ Concevons qu'à partir de x = « , on fasse augmenter x d'une 
manière continue, et examinons comment peuvent s'introduire des 
changemens dans les signes de la suite (x). Tant que x n'aura pas 
atteint une valeur propre à faire évanouir une ou plusieurs fonc- 
tions de la suite {pc) , il est clair qu'aucune de ces fonctions ne chan- 
gera de signe, et que par conséquent la suite {ps) présentera toujours, 
les mêmes successions de signes. Supposons donc que x ait atteint 
une valeur a qui* anéantisse une ou plusieurs des fonctions propo- 
sées ; mais supposons d'abord que X n'en fasse point partie. 

Soit X^ une fonction intermédiaire devenant nulle par xzza. 
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D'après ce qu'on a vu (!• et 2*), les fonctions X^_, cl X^ . ,> pour 
arzra, devront être différentes de zéro et avoir des signes ootitrai- 
res : de sorte qn'en donnant à la fonction nulle tel signe ^'on veut, 
la suite X^^,, X^ et X^ , ,, présentera toujours une variation, et 
n'en présentera qu'une. 

Depuis x'^a jusqu'à xz:za, aucune des fonctions X^_^ et 
X„ , , n'ayant changé de signe, elles ont dû être de signes contrai- 
res; par conséquent, quel qu'ait été le signe de X^ avant de faire 
xz=:ay h suite des trois fonctions présentait aussi une variatiou 
et n'en présentait qu'une. 

Si on fait a7 = a-{^ A, on pourra prendre h positif et assez petit 
pour qu'il n'y ait aucune racine des équations X^^^ i=: o et X„ 
r= o en Ire a et a -{^ A. Dans cet intervalle aucune des fonctions 
X„_j et X^ ne changera de signe; elles seront donc de signes 
contraires, et par conséquent, quel que soit le signe de X„, il y aura 
toujours une variation unique dans la suite des trois fonctions. 

S'il y a quelqu'autre fonction intermédiaire qui soit zéro, pour 
a: z= a, on est sûr qu'elle est placée entre deux fonctions qui ne 
s'anéantissent pas, et les raisonnemens précédens seront tont-à-fait 
applicables à ces trois fonctions. Donc, après la valeur xrra, il y 
aura dans la suite (:r) le même nombre de variations qu'aupara- 
vant, quoiqu'elles puissent être autrement distribuées. 

La succession des signes, qui s'établit en substituant à x des 
valeurs un peu plus grandes que a, se maintient la même jusqu'à 
ce que x dépasse une valeur qui fasse disparaître quelque fonction 
de la suite (x). Mais si cette valeur n'anéantit point la première 
fonction X, l'explication précédente prouve qu'après cette valeur 
les variations de la suite [x) seront encore en même nombre. On 
voit clairement que ce nombre ne peut pas changer à moins que x 
ne parvienne à dépasser une racine de l'équation X rr o. fl reste 
donc à comparer les signes que prend alors cette suite avec ceux 
quelle avait aupars^vant, pour des valeurs de x un peu au-dessous 
de cette racine. 

4^ Soit a une racine de l'équation X = o; faisons x^na-^-hy 
h étant une quantité positive aussi petite qu'on voudra. En dési- 
gnant par A, A', A", . .. , les valeurs du polynôme X et de ses déri- 
vées, pour xzna, d'où A = o,' puisque a est racine de Xn:o, et 
représentant par H la valeur de X correspondante à a-^-hj on trou- 
vera H = A(A' + H"^ + etc.). 
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D'oà il est évident ^'en donnant à A de très-petites valears posi-» 
tives, la quantité entre parenthèses sera de même signe qne son 
premier terme A', et par conséquent H sera aussi de même signe 
que A'. '^ 

Pour savoir ce qu'était X avant que x eût atteint la valeur a y 
on y fera/j? = a — ^; et en désignant par H' le résultat^ A^ A', 
, A", ..., resteront les mêmes, et on aura / 

H' = —h (A'— iA"A + etc.) ; 

on voit que pour de très-petites valeurs de A, la quantité H' est de 
signe contraire à A'. Ainài, avant que x eût atteint la racine a, il 
y avait dans la suite [pc) une variation de .X à X^ ; et après que x a 
dépassé a, cette variation se trouve remplacée par une permanence. 
Or, on a vu (3®) que pour les valeurs de x un peu moindres ou un 
peu plus grandes que a, le reste de la suite {pS) doit toujours avoir 
un égal nombre de Variations , quand même x'zz.a ferait disparaître 
quelque fonction intermédiaire ; donc, lorsque x ^i croissant vient 
à dépasser une racine de l'équation X =: o, la suite (x*) perd une 
variation. 

En continuant d'augmenter x, le nombre actuel de variations 
de la suite (x) demeurera le même jusqu'à ce que x dépasse encore 
une racine ; et alors une autre variation se perdra encore. La même 
, chose arrivera chaque fois que x dépassera une nouvelle racine ; de 
sorte que le% variations perdues par la suite (x) seront toujours 
en même nombre que les racines e2& X = o^ comprises entre la 
valeur x = «^ par laquelle on a commencé les substitutions, et 
la valeur x =: /3 à laquelle on Us arrête. C'est là précisément le 
théorème remarquable, qu'il fallait démontrer. 

Observons de plus que si dans la suite (pc) il se trouve une fonc- 
tion Xj^ qui ne puisse dçvenir zéro de j; r= « à j: = /8, et si on veut 
connaître le nomlN'e de racines comprises entre « et /6 , on pourra 
faire abstraction des fonction^ qui viennent après X^. En effet, il 

est aisé de voir qu'en faisant varier x, seulement depuis a jusqu'à 
)8, on peut appliquer à la suite partielle X, X^, X^^, ..., X^, tout 
ce qui a été dit de la suite complète ; et le procédé devient ainsi 
plus simple, puisqu'alors on est dispensé de calculer les fonctions 
qui suivent X^, et dont les coefficiens numériques sont de plus en 
plus compliqués. 

Usages. Maintenant, le premier usage du tKéorhme de M» 
Sturm, est de faire connaître le nombre de racines réelles de 
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TiquaHon propoth X=:o^ âèbamuêéê de êês rueines ^aîet. 
Pour cet effet, on formera d'abord la suite (j:) des fonctions X, 
X, , X^i etc. ; calculs qui serviront en même temps à faire connaître 
si X=o a des racines égales (394). Ensuite , on fera .saccsessiTe- 
ment X'zz — od, x = o et x =: oo, dans le premier terme de cha- 
cune de ses fonctions , parce qu'alors le signe.de ce premier terme 
sera celui de toute la fonction : les nombres de variations qui dis- 
paraîtront y depuis X z= — OD jusqu'à xz^Oj et depais or = o 
jusqu'à 0? =r oOy seront les nombres de racines réelles^ négatives 
et positives. « 

. ' Lb êeeond tiêoge du même ihiofime, eoneUte à déterminer la 
partie entière de chaque racine réelle. Et c'esLà quoi l'on par- 
vient en substituant à x_y dans la suite {x)y successivement les 
nombres entiers — L', — (L' — 1)^ ..., — 3, — 2, — 1, 1, 2, 3, 
if ««M ^» (•— L' et -)- L désignant les limites supérieures). D est 
clair qu'alors on saura s'il y a une ou plusieurs racines réelles entre 
deux nombres entiers consécutifs^ et le plus petit de ces deux nom- 
bres sera la partie entière. 

Un troitùme usage pourrait fournir sueeeetivement lee divere 
chiffrée décimaux de chaque racine réelle. On substituerait suc- 
cessivement , dans la suite {x)y au lieu de a:, la partie entière aug- 
mentée de 1,2, 3^ ...,9 dixièmes j^e qui donnerait la racine, à 
moins d'un dixième près. Onsubstituerait de même cette nouvelle 
valeur, augmentée del,2,3, ...,9 centièmes; et on aurait ainsi 
la racine, à moins de O^Ol près. On l'obtiendrait ensuite, à moins 
d'un millième^près, d'un dix-millième, etc. 

Ce procédé est sûr ; mais il peut donner lieu à beaucoup de cal- 
culs 'y et c'est alors qu'on doit appliquer la méthode de Newton , ou 
plutôt celle complètement certaine des Jractions continues, et dans 
laquelle on facilite la détermination des transformées successives, 
au moyen de la règle du n^ 365, comme on l'a vu, page 264. ' 

Pour première application, considérons l'équation (415) 

x^ — 6x — 7z=zo. 

La suite {x) des fonctions X, X^, X^ et X3, sera 

{x)... x^~6a^ — 7y a?*— 2, 4a: + 7 et — Î7. 

Pour :i: = — oo, :r=:o et xzzicOy cette suite fournit les trois 
( — 00) ... — -J- — — ... deux variations, 
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(o) ...-— — -|-— i*. deux TariationSy 

(qo)»" + -|-"4" — ••' ^ïi€ variation. 
Par conséquent, l'équation proposée n'a qu'une seule racine réelle 
positive, entre o et Qo. Les limites supérieures étant — 4 et -|- ^> 
si l'on pose jr^i: 2, la suite (a?) aura deux variations, tandis qile 
:r =: 3 n'en présentera qu'une; donc la racine est entre 2 et 3, et 
sa partie entière est 2. 

]M[àis X n: 2,0 fournit encore deux variations ; ainsi la racine est 
2,9, à moins d'un dixième près. Pour avoir uùe valeur plus appro- 
chée, il faudra employer la méthode de Newton ^ de préférence au 
troisième usage. 

Soit en second lieu l'équation, déjà résolue (416), 

a;^ — 7a; + 7 = o. - ^ 

On trouve, pour la suite (x) des fonctions X, X^, X^^ et Xj : 

(a:)...:r^ — 7ar + 7, 3x' — 7, 2a? — 3 et +1. 
En y faisant xz=i — ^ oo, a: n: o et a? = o&, on aura 
( — oo) •• • — ^- ,— -|- . .. trois variations , 
^o) «•• H~ — — -f- ••• deux variations, 
(Qo)..--|- + + -f-*" trois permanences.^ 

L'équation a donc ses trois racines réelles, une négative entre o et 
-— 00 et les deux autres positives. Les limites supérieures étant -~ 
4 et -{- 4, on trouvera les parties entières en posant, dans la suite 
(r), successivement a: r= — 4, — 3, — 2, — 1, o, +1, +2, 
-f- 3 et -f- 4 ; et alors on verra qUe la racine négative est entre — 
3 et. — 4 , et les deux racines positives entre 1 et 2 , c'est-à-dire que 
2 est leur partie entière commune. 

On voit avec quelle feoilité le théorème de M. Sturm fait comiaitre te 
nombre de racines réelles et la partie entière de chacune. Sous ce rap- 
port, il est, sinon phis simple, du moins beaucoup plus- explicite que le ^ 
V théorème de M. Budan. Quant à la partie décimale, on Tobtiendrait, 
soit par le troisième usage, soit par les fractions continues. La méthode 
de Newton étantla plus expéditive, devrait être seule employée^ si Ton 
avait un caractère propre à faire connaître le degré d^approximation que 
chaque opération fournit. Ce caractère est bien indiqué dans l'Algèbre 
de MM. Mejrer et Choquet; mais pour le trouver, il peut encore exiger- 
beaucoup de calculs et fiiire perdre ainsi à la méthode, une grande partie 
de sa simplicité. Cest pourquoi nous ne nous y arrêterons pas. 

Ndos obseryerons, en terminant, que opur le second usage du thëb- 
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